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Partie 4: Evitement d’obstacles
3.  Fenêtre dynamique
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Fenêtre dynamique

• Sélection d’un couple  
: vitesse longitudinale du robot
: vitesse angulaire du robot

selon des contraintes:
� Evitement d’obstacles
� Atteindre un but
� Modèle cinématique/dynamique du robot
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“The dynamic window approach to collision avoidance", D. Fox, W. Burgard, S. Thrun, 
IEEE Robot. & Autom. Magazine, vol. 4, n. 1, pp. 23-33, 1997

“High-speed navigation using the global dynamic window approach", O. Brock, 
O. Khatib, in Proc. IEEE Int. Conf. Robotics and Automation, pp. 341-346, vol. 1, 1999

Robot unicycle

<latexit sha1_base64="CYOibww+Cl8Xdbr8Nvdwptkcs/w=">AAACNHicbVDLSsNAFJ3UV42vti7dBFuhQilJQeqy4MZlBfuAJpTJ5LYOzUxCZhJbQn7FrX6B/yK4E7d+g0mbhW29MMzh3Mc5HNt3qZC6/qEUdnb39g+Kh+rR8cnpWalc6QsvDAj0iOd6wdDGAlzKoSepdGHoB4CZ7cLAnt1l/UEEgaAef5QLHyyGp5xOKMEypcalSq2m1qOG2TA9BlN8rdZq41JVb+rL0raBkYMqyqs7Liuq6XgkZMAlcbEQI0P3pRXjQFLiQqKaoQAfkxmewiiFHDMQVrw0n2hXKeNoEy9IH5fakv27EWMmxILZ6STD8kls9jLy354jsoPr6k5EfZHrz1cG1t3Jya0VU+6HEjhJNE01OTwTjzHMndiMQCYjw4pN4CIMINOMYzP77IlWNZIkUdP0jM2stkG/1TRumvpDq9pp5zkW0QW6RHVkoDbqoHvURT1E0By9oFf0prwrn8qX8r0aLSj5zjlaK+XnF2h5qQk=</latexit>

(v, !)
<latexit sha1_base64="2y2OR4+/EgK/3Vwl9aloX4GyKFI=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaTmzo0MwmZSbSEfIRb/QK/xp3o0j8xabOwrReGOZz7OIfjRgEV0jS/ldrW9s7uXn1fPTg8Oj5pNE8HIkxiAn0SBmE8crGAgHLoSyoDGEUxYOYGMHRnt2V/mEIsaMgf5DwCh+Eppz4lWBbU0DDUVDWMSUM3W+aitE1gVUBHVfUmTUW1vZAkDLgkARZibJmRdDIcS0oCyFU7ERBhMsNTGBeQYwbCyRZ+c+2yYDzND+Picakt2L8bGWZCzJlbTDIsH8V6ryT/7XmiPLiq7qU0EpX+89LAqjvp3zgZ5VEigZNc01SbwxMJGcPcy+wUZD62nMwGLpIYSs0ss8vP9TXdyvNcLdKz1rPaBIN2y7pumfdtvdupcqyjc3SBrpCFOqiL7lAP9RFBM/SCXtGb8q58KJ/K13K0plQ7Z2illJ9fPnilAA==</latexit>v

<latexit sha1_base64="jrsOMKpQYuMoJHCEuTe0cPT7DUk=">AAACLHicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AM6oUwmt3VoZhIyk2oJ+Q23+gV+jRsRt36HSZuFbb0wzOHcxzkcLwqYVLb9qVW2tnd296r7+sHh0fFJrX7ak2ESU+jSMAjjgUckBExAVzEVwCCKgXAvgL43vS36/RnEkoXiQc0jcDmZCDZmlKicwpal45DDhOiWNaqZdsNelLEJnBKYqKzOqK7p2A9pwkEoGhAph44dKTclsWI0gEzHiYSI0CmZwDCHgnCQbrownRmXOeMb4zDOn1DGgv27kRIu5Zx7+SQn6lGu9wry354vi4Or6v6MRbLUf14aWHWnxjduykSUKBA0MwwdC3iiIedE+CmegcqGjptiEDKJodBMU1x83tgwnSzL9Dw9Zz2rTdBrNpzrhn3fNNutMscqOkcX6Ao5qIXa6A51UBdRFKEX9IretHftQ/vSvpejFa3cOUMrpf38AmJvpyE=</latexit>!

<latexit sha1_base64="2y2OR4+/EgK/3Vwl9aloX4GyKFI=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaTmzo0MwmZSbSEfIRb/QK/xp3o0j8xabOwrReGOZz7OIfjRgEV0jS/ldrW9s7uXn1fPTg8Oj5pNE8HIkxiAn0SBmE8crGAgHLoSyoDGEUxYOYGMHRnt2V/mEIsaMgf5DwCh+Eppz4lWBbU0DDUVDWMSUM3W+aitE1gVUBHVfUmTUW1vZAkDLgkARZibJmRdDIcS0oCyFU7ERBhMsNTGBeQYwbCyRZ+c+2yYDzND+Picakt2L8bGWZCzJlbTDIsH8V6ryT/7XmiPLiq7qU0EpX+89LAqjvp3zgZ5VEigZNc01SbwxMJGcPcy+wUZD62nMwGLpIYSs0ss8vP9TXdyvNcLdKz1rPaBIN2y7pumfdtvdupcqyjc3SBrpCFOqiL7lAP9RFBM/SCXtGb8q58KJ/K13K0plQ7Z2illJ9fPnilAA==</latexit>v
<latexit sha1_base64="jrsOMKpQYuMoJHCEuTe0cPT7DUk=">AAACLHicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AM6oUwmt3VoZhIyk2oJ+Q23+gV+jRsRt36HSZuFbb0wzOHcxzkcLwqYVLb9qVW2tnd296r7+sHh0fFJrX7ak2ESU+jSMAjjgUckBExAVzEVwCCKgXAvgL43vS36/RnEkoXiQc0jcDmZCDZmlKicwpal45DDhOiWNaqZdsNelLEJnBKYqKzOqK7p2A9pwkEoGhAph44dKTclsWI0gEzHiYSI0CmZwDCHgnCQbrownRmXOeMb4zDOn1DGgv27kRIu5Zx7+SQn6lGu9wry354vi4Or6v6MRbLUf14aWHWnxjduykSUKBA0MwwdC3iiIedE+CmegcqGjptiEDKJodBMU1x83tgwnSzL9Dw9Zz2rTdBrNpzrhn3fNNutMscqOkcX6Ao5qIXa6A51UBdRFKEX9IretHftQ/vSvpejFa3cOUMrpf38AmJvpyE=</latexit>!



• Contrainte principale: évitement d’obstacles
▫ Contrainte dure
� Binaire: succès/échec
� Elle doit être obligatoirement satisfaite

▫ Évaluation:
� À partir de l’environnement perçu
� À partir de la position future estimée du robot
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Fenêtre dynamique



• Illustration de la contrainte d’évitement d’obstacles
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robot robotobstacle

obstacle

Fenêtre dynamique

Environnement réel Perceptions du robot
<latexit sha1_base64="au1MTp6NtLi04+d8EmcxgRZAdiE="></latexit>

(v1, !1)

<latexit sha1_base64="QrRc+AdIUxNE4S5WSrt4pNw3RNs="></latexit>

(v2, !2)

<latexit sha1_base64="cZJX3APgM4V6HrJdvOo8WcD7S78="></latexit>

(v1, !1) = échec

<latexit sha1_base64="PQWAWlBR5QeCwec5oXk2/GGXf7w="></latexit>

(v2, !2) = succès



• Construction du graphe des vitesses
▫ Ensemble des couples de vitesse (et donc des trajectoires) 

possibles du robot 
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Fenêtre dynamique

• Fenêtre dynamique:

où
: intervalle de temps pendant lequel les accelerations               
du robot seront appliquées

: vitesse courante du robot

Remarque:
La fenêtre dynamique est centrée sur la vitesse courante du robot et elle
contient les vitesses du robot accessibles dans le prochain intervalle de temps

<latexit sha1_base64="l+3b9Ymm3KDLq3QH5jTXLN0TevM=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gFNKJPJbR2amYTMpFqGfIRb/QK/xp3o0j8xabOwrReGOZz7OIfjxyEV0ra/tcrG5tb2TnVX39s/ODyq1Y+7IkoTAh0ShVHS97GAkHLoSCpD6McJYOaH0PMnt0W/N4VE0Ig/yFkMHsNjTkeUYJlTPcvSpW5Zw5ppN+x5GevAKYGJymoP65ruBhFJGXBJQizEwLFj6SmcSEpCyHQ3FRBjMsFjGOSQYwbCU3O/mXGeM4ExipL8cWnM2b8bCjMhZszPJxmWj2K1V5D/9gJRHFxWD6Y0FqX+88LAsjs5uvEU5XEqgZPMMHSXwxOJGMM8UO4UZDZwPOUCF2kChaZSbvH5I8N0sizT8/Sc1azWQbfZcK4a9n3TbF2WOVbRKTpDF8hB16iF7lAbdRBBE/SCXtGb9q59aJ/a12K0opU7J2iptJ9fOhGk+w==</latexit>

t
<latexit sha1_base64="iBnDsYSjKQpHhFt2NVgbYPoWOS8="></latexit>

(v̇, !̇)

<latexit sha1_base64="N1wtd5HgmSYTiBqZ/gIMnREn/qo="></latexit>

(va, !a)

<latexit sha1_base64="sd5JHnBPhFqPC4/DDruEVVdq9a0="></latexit>

Vd = {(v, !) | v 2 [va � v̇t, va + v̇t] et ! 2 [!a � !̇t, !a + !̇t]}
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Fenêtre 
dynamique

obstacle

Fenêtre dynamique
• Fenêtre dynamique

Exemple:

Vitesse courante

<latexit sha1_base64="sd5JHnBPhFqPC4/DDruEVVdq9a0="></latexit>

Vd = {(v, !) | v 2 [va � v̇t, va + v̇t] et ! 2 [!a � !̇t, !a + !̇t]}

<latexit sha1_base64="lIhMyw0uMN9vj5tV/PvZa+K6des=">AAACLHicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gGdUCaT2zo0MwmZSbWE/IZb/QK/xo2IW7/DpM3Ctl4Y5nDu4xyOFwVMKtv+1Cobm1vbO9VdfW//4PCoVj/uyjCJKXRoGIRx3yMSAiago5gKoB/FQLgXQM+b3Bb93hRiyULxoGYRuJyMBRsxSlROYcvScchhTHTLGtZMu2HPy1gHTglMVFZ7WNd07Ic04SAUDYiUA8eOlJuSWDEaQKbjREJE6ISMYZBDQThIN52bzozznPGNURjnTyhjzv7dSAmXcsa9fJIT9ShXewX5b8+XxcFldX/KIlnqPy8MLLtToxs3ZSJKFAiaGYaOBTzRkHMi/BRPQWUDx00xCJnEUGimKS4+b2SYTpZlep6es5rVOug2G85Vw75vmq3LMscqOkVn6AI56Bq10B1qow6iKEIv6BW9ae/ah/alfS9GK1q5c4KWSvv5BWGIpx4=</latexit>!<latexit sha1_base64="6x4cUv5/YeHaTTRYhmIJBdl/XBM=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRy2w7NTEJmUltCvsWtfoHf4sKduPUXTNosbOuBgcM59849HC8KqJCm+aFsbe/s7u1XDtTDo+OT02rtrCvCJCbQIWEQxn0PCwgoh46kMoB+FANmXgA9b3Jf+L0pxIKG/EnOI3AYHnE6pATLXHKrdcNQ7ZDBCLupzfAsUw3Drepmw1xA2yRWSXRUou3WFNX2Q5Iw4JIEWIiBZUbSSXEsKQkgU+1EQITJBI9gkFOOGQgnXaTPtMtc8bVhGOePS22h/t1IMRNizrx8kmE5FuteIf7r+aL4cPW6P6WRKO/PlgFW08nhnZNSHiUSOMk0TbU5PJOQMcz91J6CzAaWk9rARRJDcTMtepNjb6jpVpZlat6etd7VJuk2G9ZNw3xs6q3rsscKOkcX6ApZ6Ba10ANqow4iaI5e0Ct6U96VT+VL+V6ObinlTh2tQPn5BTTrqo4=</latexit>!max
<latexit sha1_base64="77u60J5L1g6gI64Un8yaDGdmEa8=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRyU4dmJiEzqZaQb3GrX+C3uHAnbv0FkzYL23phmMO5j3M4XhxSIU3zQ9nY3Nre2a3tqfsHh0fH9cZJX0RpQqBHojBKhh4WEFIOPUllCMM4Acy8EAbe5LbsD6aQCBrxBzmLwWF4zGlACZYF5dabhqHaEYMxdjObUZ6rhuHWdbNlzktbB1YFdFRV120oqu1HJGXAJQmxECPLjKWT4URSEkKu2qmAGJMJHsOogBwzEE42d59r5wXja0GUFI9Lbc7+3cgwE2LGvGKSYfkoVnsl+W/PF+XBZXV/SmNR6T8vDCy7k8GNk1EepxI4yTVNtTk8kYgxzP3MnoLMR5aT2cBFmkCpmRW5FZ8XaLqV57lapGetZrUO+u2WddUy79t657LKsYZO0Rm6QBa6Rh10h7qohwiaoRf0it6Ud+VT+VK+F6MbSrXTREul/PwCMXGqjA==</latexit>!min

<latexit sha1_base64="IgoyKNk4eB6QWtMktO7wycj03Qo=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5qUMzk5CZREvIf7jVL/BrBBfi1s8wabOwrReGOZz7OIfjRgEV0jQ/lbX1jc2t7dqOuru3f3BYbxz1RJjEBLokDMJ44GIBAeXQlVQGMIhiwMwNoO9Obsp+P4VY0JDfy2kEDsNjTn1KsCyoB8NQ01FmM8pz1TBGdd1smrPSVoFVAR1V1Rk1FNX2QpIw4JIEWIihZUbSyXAsKQkgV+1EQITJBI9hWECOGQgnm9nOtbOC8TQ/jIvHpTZj/25kmAkxZW4xybB8FMu9kvy354ny4KK6l9JIVPrPcwOL7qR/7WSUR4kETnJNU20OTyRkDHMvs1OQ+dByMhu4SGIoNbMit+JzfU238jxXi/Ss5axWQa/VtC6b5l1Lb19UOdbQCTpF58hCV6iNblEHdRFBMXpBr+hNeVc+lC/lez66plQ7x2ihlJ9fgISoOg==</latexit>vmin

<latexit sha1_base64="+8BCni1kbTQtq7IhxLG4aN6hEYk=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5bYdmJiEziS0h/+FWv8CvEVyIWz/DpM3Cth4YOJxz79zDcUOfCmman8rG5tb2zm5lT90/ODw6rtZOOiKIIwJtEvhB1HOxAJ9yaEsqfeiFEWDm+tB1J3eF300gEjTgj3IWgsPwiNMhJVjm0pNhqMkgtRmeZqphDKq6WTfn0NaJVRIdlWgNaopqewGJGXBJfCxE3zJD6aQ4kpT4kKl2LCDEZIJH0M8pxwyEk85jZ9pFrnjaMIjyx6U2V/9upJgJMWNuPsmwHItVrxD/9TxRfLh83UtoKMr700WA5XRyeOuklIexBE4yTVNtDs8kYAxzL7UTkFnfclIbuIgjKG6mRW9y7A413cqyTM3bs1a7WiedRt26rpsPDb15VfZYQWfoHF0iC92gJrpHLdRGBEXoBb2iN+Vd+VC+lO/F6IZS7pyiJSg/v4P+qDw=</latexit>vmax

<latexit sha1_base64="BFOH8FRYI+iwJgSsw1e3+ow+sLE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gFNKJPJTR2amYTMJFpCPsKtfoFf40506Z+YtFnY1gvDHM59nMNxo4AKaZrfSm1jc2t7p76r7u0fHB41msd9ESYxgR4JgzAeulhAQDn0JJUBDKMYMHMDGLjT27I/SCEWNOQPchaBw/CEU58SLAtqYBhqqhrGuKGbLXNe2jqwKqCjqrrjpqLaXkgSBlySAAsxssxIOhmOJSUB5KqdCIgwmeIJjArIMQPhZHO/uXZeMJ7mh3HxuNTm7N+NDDMhZswtJhmWj2K1V5L/9jxRHlxW91IaiUr/eWFg2Z30b5yM8iiRwEmuaarN4YmEjGHuZXYKMh9ZTmYDF0kMpWaW2eXn+ppu5XmuFulZq1mtg367ZV21zPu23rmscqyjU3SGLpCFrlEH3aEu6iGCpugFvaI35V35UD6Vr8VoTal2TtBSKT+/PZGk/Q==</latexit>v

<latexit sha1_base64="QM/SQI3ahcQP8XV9BaXf9nGXSaU="></latexit>

(va, !a)<latexit sha1_base64="Hnnly/LjXaU3xkobZNd+YXGVQU4="></latexit>

Vd

Vitesses conduisant à percuter un obstacleVitesses conduisant à un déplacement sûr

Vitesses accessibles au prochain 
pas de temps



• Fenêtre dynamique pour le robot RHINO (B21 de Real World Interface)          
avec système synchro-drive à 3 roues [Fox et al., IEEE RAM’97]
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Fenêtre dynamique

Vitesse courante

Obstacles

Vitesses accessibles au 
prochain pas de temps

Fenêtre dynamique

90 cm/s

90 deg./s90 deg./s  

• Max vitesse de translation du robot : 95 cm/s

Couloir

Porte

<latexit sha1_base64="lIhMyw0uMN9vj5tV/PvZa+K6des=">AAACLHicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gGdUCaT2zo0MwmZSbWE/IZb/QK/xo2IW7/DpM3Ctl4Y5nDu4xyOFwVMKtv+1Cobm1vbO9VdfW//4PCoVj/uyjCJKXRoGIRx3yMSAiago5gKoB/FQLgXQM+b3Bb93hRiyULxoGYRuJyMBRsxSlROYcvScchhTHTLGtZMu2HPy1gHTglMVFZ7WNd07Ic04SAUDYiUA8eOlJuSWDEaQKbjREJE6ISMYZBDQThIN52bzozznPGNURjnTyhjzv7dSAmXcsa9fJIT9ShXewX5b8+XxcFldX/KIlnqPy8MLLtToxs3ZSJKFAiaGYaOBTzRkHMi/BRPQWUDx00xCJnEUGimKS4+b2SYTpZlep6es5rVOug2G85Vw75vmq3LMscqOkVn6AI56Bq10B1qow6iKEIv6BW9ae/ah/alfS9GK1q5c4KWSvv5BWGIpx4=</latexit>!

<latexit sha1_base64="6x4cUv5/YeHaTTRYhmIJBdl/XBM=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRy2w7NTEJmUltCvsWtfoHf4sKduPUXTNosbOuBgcM59849HC8KqJCm+aFsbe/s7u1XDtTDo+OT02rtrCvCJCbQIWEQxn0PCwgoh46kMoB+FANmXgA9b3Jf+L0pxIKG/EnOI3AYHnE6pATLXHKrdcNQ7ZDBCLupzfAsUw3Drepmw1xA2yRWSXRUou3WFNX2Q5Iw4JIEWIiBZUbSSXEsKQkgU+1EQITJBI9gkFOOGQgnXaTPtMtc8bVhGOePS22h/t1IMRNizrx8kmE5FuteIf7r+aL4cPW6P6WRKO/PlgFW08nhnZNSHiUSOMk0TbU5PJOQMcz91J6CzAaWk9rARRJDcTMtepNjb6jpVpZlat6etd7VJuk2G9ZNw3xs6q3rsscKOkcX6ApZ6Ba10ANqow4iaI5e0Ct6U96VT+VL+V6ObinlTh2tQPn5BTTrqo4=</latexit>!max
<latexit sha1_base64="77u60J5L1g6gI64Un8yaDGdmEa8=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRyU4dmJiEzqZaQb3GrX+C3uHAnbv0FkzYL23phmMO5j3M4XhxSIU3zQ9nY3Nre2a3tqfsHh0fH9cZJX0RpQqBHojBKhh4WEFIOPUllCMM4Acy8EAbe5LbsD6aQCBrxBzmLwWF4zGlACZYF5dabhqHaEYMxdjObUZ6rhuHWdbNlzktbB1YFdFRV120oqu1HJGXAJQmxECPLjKWT4URSEkKu2qmAGJMJHsOogBwzEE42d59r5wXja0GUFI9Lbc7+3cgwE2LGvGKSYfkoVnsl+W/PF+XBZXV/SmNR6T8vDCy7k8GNk1EepxI4yTVNtTk8kYgxzP3MnoLMR5aT2cBFmkCpmRW5FZ8XaLqV57lapGetZrUO+u2WddUy79t657LKsYZO0Rm6QBa6Rh10h7qohwiaoRf0it6Ud+VT+VK+F6MbSrXTREul/PwCMXGqjA==</latexit>!min

<latexit sha1_base64="IgoyKNk4eB6QWtMktO7wycj03Qo=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5qUMzk5CZREvIf7jVL/BrBBfi1s8wabOwrReGOZz7OIfjRgEV0jQ/lbX1jc2t7dqOuru3f3BYbxz1RJjEBLokDMJ44GIBAeXQlVQGMIhiwMwNoO9Obsp+P4VY0JDfy2kEDsNjTn1KsCyoB8NQ01FmM8pz1TBGdd1smrPSVoFVAR1V1Rk1FNX2QpIw4JIEWIihZUbSyXAsKQkgV+1EQITJBI9hWECOGQgnm9nOtbOC8TQ/jIvHpTZj/25kmAkxZW4xybB8FMu9kvy354ny4KK6l9JIVPrPcwOL7qR/7WSUR4kETnJNU20OTyRkDHMvs1OQ+dByMhu4SGIoNbMit+JzfU238jxXi/Ss5axWQa/VtC6b5l1Lb19UOdbQCTpF58hCV6iNblEHdRFBMXpBr+hNeVc+lC/lez66plQ7x2ihlJ9fgISoOg==</latexit>vmin

<latexit sha1_base64="+8BCni1kbTQtq7IhxLG4aN6hEYk=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5bYdmJiEziS0h/+FWv8CvEVyIWz/DpM3Cth4YOJxz79zDcUOfCmman8rG5tb2zm5lT90/ODw6rtZOOiKIIwJtEvhB1HOxAJ9yaEsqfeiFEWDm+tB1J3eF300gEjTgj3IWgsPwiNMhJVjm0pNhqMkgtRmeZqphDKq6WTfn0NaJVRIdlWgNaopqewGJGXBJfCxE3zJD6aQ4kpT4kKl2LCDEZIJH0M8pxwyEk85jZ9pFrnjaMIjyx6U2V/9upJgJMWNuPsmwHItVrxD/9TxRfLh83UtoKMr700WA5XRyeOuklIexBE4yTVNtDs8kYAxzL7UTkFnfclIbuIgjKG6mRW9y7A413cqyTM3bs1a7WiedRt26rpsPDb15VfZYQWfoHF0iC92gJrpHLdRGBEXoBb2iN+Vd+VC+lO/F6IZS7pyiJSg/v4P+qDw=</latexit>vmax

<latexit sha1_base64="BFOH8FRYI+iwJgSsw1e3+ow+sLE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gFNKJPJTR2amYTMJFpCPsKtfoFf40506Z+YtFnY1gvDHM59nMNxo4AKaZrfSm1jc2t7p76r7u0fHB41msd9ESYxgR4JgzAeulhAQDn0JJUBDKMYMHMDGLjT27I/SCEWNOQPchaBw/CEU58SLAtqYBhqqhrGuKGbLXNe2jqwKqCjqrrjpqLaXkgSBlySAAsxssxIOhmOJSUB5KqdCIgwmeIJjArIMQPhZHO/uXZeMJ7mh3HxuNTm7N+NDDMhZswtJhmWj2K1V5L/9jxRHlxW91IaiUr/eWFg2Z30b5yM8iiRwEmuaarN4YmEjGHuZXYKMh9ZTmYDF0kMpWaW2eXn+ppu5XmuFulZq1mtg367ZV21zPu23rmscqyjU3SGLpCFrlEH3aEu6iGCpugFvaI35V35UD6Vr8VoTal2TtBSKT+/PZGk/Q==</latexit>v

_

<latexit sha1_base64="Hnnly/LjXaU3xkobZNd+YXGVQU4="></latexit>

Vd



• Fenêtre
▫ Prise en compte des obstacles
▫ Choix d’un couple           conduisant                                            

à un déplacement sûr
▫ Problème: grande nombre de couples                                       

de vitesses possibles dans la fenêtre dynamique

• Solution possible
▫ Ajout de contraintes souples: fonction                                   

de coût              à optimiser
▫ Expression de préférences dans l’espace                               

des vitesses accessibles

9

Fenêtre dynamique

<latexit sha1_base64="CYOibww+Cl8Xdbr8Nvdwptkcs/w=">AAACNHicbVDLSsNAFJ3UV42vti7dBFuhQilJQeqy4MZlBfuAJpTJ5LYOzUxCZhJbQn7FrX6B/yK4E7d+g0mbhW29MMzh3Mc5HNt3qZC6/qEUdnb39g+Kh+rR8cnpWalc6QsvDAj0iOd6wdDGAlzKoSepdGHoB4CZ7cLAnt1l/UEEgaAef5QLHyyGp5xOKMEypcalSq2m1qOG2TA9BlN8rdZq41JVb+rL0raBkYMqyqs7Liuq6XgkZMAlcbEQI0P3pRXjQFLiQqKaoQAfkxmewiiFHDMQVrw0n2hXKeNoEy9IH5fakv27EWMmxILZ6STD8kls9jLy354jsoPr6k5EfZHrz1cG1t3Jya0VU+6HEjhJNE01OTwTjzHMndiMQCYjw4pN4CIMINOMYzP77IlWNZIkUdP0jM2stkG/1TRumvpDq9pp5zkW0QW6RHVkoDbqoHvURT1E0By9oFf0prwrn8qX8r0aLSj5zjlaK+XnF2h5qQk=</latexit>

(v, !)

<latexit sha1_base64="S43tpsHTAcCp5GYWIrFT81thGYw=">AAACNXicbVDLSsNAFJ3UV42v1i7dBFuhQilJoeiy4EKXFewDmlAmk9s6NDMJmUm0hHyLW/0Cv8WFO3HrL5i0WdjWC8Mczn2cw7F9lwqp6x9KYWt7Z3evuK8eHB4dn5TKp33hhQGBHvFcLxjaWIBLOfQklS4M/QAws10Y2LObrD+IIBDU4w9y7oPF8JTTCSVYptS4VKnV1Nt61DAbpsdgii/VWm1cqupNfVHaJjByUEV5dcdlRTUdj4QMuCQuFmJk6L60YhxISlxIVDMU4GMyw1MYpZBjBsKKF+4T7SJlHG3iBenjUluwfzdizISYMzudZFg+ivVeRv7bc0R2cFXdiagvcv3npYFVd3JybcWU+6EEThJNU00OT8RjDHMnNiOQyciwYhO4CAPINOPYzD57olWNJEnUND1jPatN0G81jXZTv29VO+08xyI6Q+eojgx0hTroDnVRDxE0Ry/oFb0p78qn8qV8L0cLSr5TQSul/PwCDTKpWA==</latexit>

G(v, !)



• Coût
▫ Somme de plusieurs termes :

1. Préférence de direction (« heading »): utile si nous avons 
une estimation de la direction d’un but à long terme

2. Préférence sur l’éloignement maximal des obstacles
3. Préférence a priori sur les vitesses (longitudinales)
La fonction          lisse la somme pondérée des trois termes 
(pour garantir plus d’espace latéral libre par rapport aux 
obstacles) et              sont trois gains positifs

▫ Le couple            dans la fenêtre dynamique qui maximise                  
le coût             est alors choisi

▫ Ce couple garantit l’évitement d’obstacles (contrainte dure)   
et les contraintes souples

10

Fenêtre dynamique

<latexit sha1_base64="vt00rWSabkZUfqFjHruGRtiOafQ="></latexit>

↵, �, �

<latexit sha1_base64="RXvwdomoQ97K2ynRI6BOzCOWTrE="></latexit>

G(v, !) = �
⇥
↵ heading(v, !) + � dist(v, !) + � vel(v, !)

⇤

<latexit sha1_base64="S43tpsHTAcCp5GYWIrFT81thGYw=">AAACNXicbVDLSsNAFJ3UV42v1i7dBFuhQilJoeiy4EKXFewDmlAmk9s6NDMJmUm0hHyLW/0Cv8WFO3HrL5i0WdjWC8Mczn2cw7F9lwqp6x9KYWt7Z3evuK8eHB4dn5TKp33hhQGBHvFcLxjaWIBLOfQklS4M/QAws10Y2LObrD+IIBDU4w9y7oPF8JTTCSVYptS4VKnV1Nt61DAbpsdgii/VWm1cqupNfVHaJjByUEV5dcdlRTUdj4QMuCQuFmJk6L60YhxISlxIVDMU4GMyw1MYpZBjBsKKF+4T7SJlHG3iBenjUluwfzdizISYMzudZFg+ivVeRv7bc0R2cFXdiagvcv3npYFVd3JybcWU+6EEThJNU00OT8RjDHMnNiOQyciwYhO4CAPINOPYzD57olWNJEnUND1jPatN0G81jXZTv29VO+08xyI6Q+eojgx0hTroDnVRDxE0Ry/oFb0p78qn8qV8L0cLSr5TQSul/PwCDTKpWA==</latexit>

G(v, !)

<latexit sha1_base64="CYOibww+Cl8Xdbr8Nvdwptkcs/w=">AAACNHicbVDLSsNAFJ3UV42vti7dBFuhQilJQeqy4MZlBfuAJpTJ5LYOzUxCZhJbQn7FrX6B/yK4E7d+g0mbhW29MMzh3Mc5HNt3qZC6/qEUdnb39g+Kh+rR8cnpWalc6QsvDAj0iOd6wdDGAlzKoSepdGHoB4CZ7cLAnt1l/UEEgaAef5QLHyyGp5xOKMEypcalSq2m1qOG2TA9BlN8rdZq41JVb+rL0raBkYMqyqs7Liuq6XgkZMAlcbEQI0P3pRXjQFLiQqKaoQAfkxmewiiFHDMQVrw0n2hXKeNoEy9IH5fakv27EWMmxILZ6STD8kls9jLy354jsoPr6k5EfZHrz1cG1t3Jya0VU+6HEjhJNE01OTwTjzHMndiMQCYjw4pN4CIMINOMYzP77IlWNZIkUdP0jM2stkG/1TRumvpDq9pp5zkW0QW6RHVkoDbqoHvURT1E0By9oFf0prwrn8qX8r0aLSj5zjlaK+XnF2h5qQk=</latexit>

(v, !)

<latexit sha1_base64="Lm3mr2Fy6b9B01RIrjeUTvsA+7o="></latexit>

�[ · ]



• Exemple de contrainte souple
▫ Préférence directionnelle : 
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Direction 
préférentielle

Fenêtre 
dynamique

Fenêtre dynamique

<latexit sha1_base64="4EmdRwLIi4b9yRCZiO3vmMvdd4o="></latexit>

G(v, !) = ↵ heading(v, !)

<latexit sha1_base64="lvUuCOOi239JJKkWOwG7z1cJXps="></latexit>

G(v, !)

<latexit sha1_base64="lIhMyw0uMN9vj5tV/PvZa+K6des=">AAACLHicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gGdUCaT2zo0MwmZSbWE/IZb/QK/xo2IW7/DpM3Ctl4Y5nDu4xyOFwVMKtv+1Cobm1vbO9VdfW//4PCoVj/uyjCJKXRoGIRx3yMSAiago5gKoB/FQLgXQM+b3Bb93hRiyULxoGYRuJyMBRsxSlROYcvScchhTHTLGtZMu2HPy1gHTglMVFZ7WNd07Ic04SAUDYiUA8eOlJuSWDEaQKbjREJE6ISMYZBDQThIN52bzozznPGNURjnTyhjzv7dSAmXcsa9fJIT9ShXewX5b8+XxcFldX/KIlnqPy8MLLtToxs3ZSJKFAiaGYaOBTzRkHMi/BRPQWUDx00xCJnEUGimKS4+b2SYTpZlep6es5rVOug2G85Vw75vmq3LMscqOkVn6AI56Bq10B1qow6iKEIv6BW9ae/ah/alfS9GK1q5c4KWSvv5BWGIpx4=</latexit>!
<latexit sha1_base64="6x4cUv5/YeHaTTRYhmIJBdl/XBM=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRy2w7NTEJmUltCvsWtfoHf4sKduPUXTNosbOuBgcM59849HC8KqJCm+aFsbe/s7u1XDtTDo+OT02rtrCvCJCbQIWEQxn0PCwgoh46kMoB+FANmXgA9b3Jf+L0pxIKG/EnOI3AYHnE6pATLXHKrdcNQ7ZDBCLupzfAsUw3Drepmw1xA2yRWSXRUou3WFNX2Q5Iw4JIEWIiBZUbSSXEsKQkgU+1EQITJBI9gkFOOGQgnXaTPtMtc8bVhGOePS22h/t1IMRNizrx8kmE5FuteIf7r+aL4cPW6P6WRKO/PlgFW08nhnZNSHiUSOMk0TbU5PJOQMcz91J6CzAaWk9rARRJDcTMtepNjb6jpVpZlat6etd7VJuk2G9ZNw3xs6q3rsscKOkcX6ApZ6Ba10ANqow4iaI5e0Ct6U96VT+VL+V6ObinlTh2tQPn5BTTrqo4=</latexit>!max

<latexit sha1_base64="77u60J5L1g6gI64Un8yaDGdmEa8=">AAACNXicbVDLSsNAFJ34rPHV2qWbYCK4KklRdFlw47KCfUATwmRyU4dmJiEzqZaQb3GrX+C3uHAnbv0FkzYL23phmMO5j3M4XhxSIU3zQ9nY3Nre2a3tqfsHh0fH9cZJX0RpQqBHojBKhh4WEFIOPUllCMM4Acy8EAbe5LbsD6aQCBrxBzmLwWF4zGlACZYF5dabhqHaEYMxdjObUZ6rhuHWdbNlzktbB1YFdFRV120oqu1HJGXAJQmxECPLjKWT4URSEkKu2qmAGJMJHsOogBwzEE42d59r5wXja0GUFI9Lbc7+3cgwE2LGvGKSYfkoVnsl+W/PF+XBZXV/SmNR6T8vDCy7k8GNk1EepxI4yTVNtTk8kYgxzP3MnoLMR5aT2cBFmkCpmRW5FZ8XaLqV57lapGetZrUO+u2WddUy79t657LKsYZO0Rm6QBa6Rh10h7qohwiaoRf0it6Ud+VT+VK+F6MbSrXTREul/PwCMXGqjA==</latexit>!min

<latexit sha1_base64="IgoyKNk4eB6QWtMktO7wycj03Qo=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5qUMzk5CZREvIf7jVL/BrBBfi1s8wabOwrReGOZz7OIfjRgEV0jQ/lbX1jc2t7dqOuru3f3BYbxz1RJjEBLokDMJ44GIBAeXQlVQGMIhiwMwNoO9Obsp+P4VY0JDfy2kEDsNjTn1KsCyoB8NQ01FmM8pz1TBGdd1smrPSVoFVAR1V1Rk1FNX2QpIw4JIEWIihZUbSyXAsKQkgV+1EQITJBI9hWECOGQgnm9nOtbOC8TQ/jIvHpTZj/25kmAkxZW4xybB8FMu9kvy354ny4KK6l9JIVPrPcwOL7qR/7WSUR4kETnJNU20OTyRkDHMvs1OQ+dByMhu4SGIoNbMit+JzfU238jxXi/Ss5axWQa/VtC6b5l1Lb19UOdbQCTpF58hCV6iNblEHdRFBMXpBr+hNeVc+lC/lez66plQ7x2ihlJ9fgISoOg==</latexit>vmin

<latexit sha1_base64="+8BCni1kbTQtq7IhxLG4aN6hEYk=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQouiy4cVnBPqCJZTK5bYdmJiEziS0h/+FWv8CvEVyIWz/DpM3Cth4YOJxz79zDcUOfCmman8rG5tb2zm5lT90/ODw6rtZOOiKIIwJtEvhB1HOxAJ9yaEsqfeiFEWDm+tB1J3eF300gEjTgj3IWgsPwiNMhJVjm0pNhqMkgtRmeZqphDKq6WTfn0NaJVRIdlWgNaopqewGJGXBJfCxE3zJD6aQ4kpT4kKl2LCDEZIJH0M8pxwyEk85jZ9pFrnjaMIjyx6U2V/9upJgJMWNuPsmwHItVrxD/9TxRfLh83UtoKMr700WA5XRyeOuklIexBE4yTVNtDs8kYAxzL7UTkFnfclIbuIgjKG6mRW9y7A413cqyTM3bs1a7WiedRt26rpsPDb15VfZYQWfoHF0iC92gJrpHLdRGBEXoBb2iN+Vd+VC+lO/F6IZS7pyiJSg/v4P+qDw=</latexit>vmax

<latexit sha1_base64="BFOH8FRYI+iwJgSsw1e3+ow+sLE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gFNKJPJTR2amYTMJFpCPsKtfoFf40506Z+YtFnY1gvDHM59nMNxo4AKaZrfSm1jc2t7p76r7u0fHB41msd9ESYxgR4JgzAeulhAQDn0JJUBDKMYMHMDGLjT27I/SCEWNOQPchaBw/CEU58SLAtqYBhqqhrGuKGbLXNe2jqwKqCjqrrjpqLaXkgSBlySAAsxssxIOhmOJSUB5KqdCIgwmeIJjArIMQPhZHO/uXZeMJ7mh3HxuNTm7N+NDDMhZswtJhmWj2K1V5L/9jxRHlxW91IaiUr/eWFg2Z30b5yM8iiRwEmuaarN4YmEjGHuZXYKMh9ZTmYDF0kMpWaW2eXn+ppu5XmuFulZq1mtg367ZV21zPu23rmscqyjU3SGLpCFrlEH3aEu6iGCpugFvaI35V35UD6Vr8VoTal2TtBSKT+/PZGk/Q==</latexit>v

<latexit sha1_base64="Hnnly/LjXaU3xkobZNd+YXGVQU4="></latexit>

Vd



• En pratique:
▫ Evaluation des contraintes en     points du graphe             

des vitesses (c’est-à-dire, sur une grille)
� La valeur de     dépend des ressources de calcul              

disponibles et de la complexité des contraintes
▫ Utilisation intéressante pour:

� Robots rapides
� Robots à forte accélération/décélération

Déplacement           
sûr et régulier
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“High-speed navigation using the global dynamic window approach", O. Brock, 
O. Khatib, in Proc. IEEE Int. Conf. Robotics and Automation, pp. 341-346, vol. 1, 1999

• Carte de 30 m × 30 m de l’environnement avec une résolution de 5 cm
• Fréquence de commande : supérieure à 15 Hz   
• Vitesse longitudinale moyenne du robot : supérieure à 1 m/s

Fenêtre dynamique

Fenêtre 
dynamique

<latexit sha1_base64="SJeGJGr6skXOvxbuuN7pTeLHO+A=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3xWeOr1aWbYCK4KklRdFlw40oq2Ac0oUwmt3VoZhIyk2oJ+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7HiwImlWV947X1jc2t7cqOtru3f3BYrR11ZJjEFNo0DMK45xEJARPQVkwF0ItiINwLoOuNb4p+dwKxZKF4UNMIXE5Ggg0ZJSqnuqap3WmmOagaVt2alb4K7BIYqKzWoIY1xw9pwkEoGhAp+7YVKTclsWI0gExzEgkRoWMygn4OBeEg3XTmN9PPcsbXh2GcP6H0Gft3IyVcyin38klO1KNc7hXkvz1fFgcX1f0Ji2Sp/zw3sOhODa/dlIkoUSBopuuaI+CJhpwT4afOBFTWt93UASGTGArNNHWKzxvqhp1lmZanZy9ntQo6jbp9WbfuG0bzosyxgk7QKTpHNrpCTXSLWqiNKBqjF/SK3vA7/sCf+Gs+uobLnWO0UPjnF/eCpNU=</latexit>

N

<latexit sha1_base64="SJeGJGr6skXOvxbuuN7pTeLHO+A=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3xWeOr1aWbYCK4KklRdFlw40oq2Ac0oUwmt3VoZhIyk2oJ+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7HiwImlWV947X1jc2t7cqOtru3f3BYrR11ZJjEFNo0DMK45xEJARPQVkwF0ItiINwLoOuNb4p+dwKxZKF4UNMIXE5Ggg0ZJSqnuqap3WmmOagaVt2alb4K7BIYqKzWoIY1xw9pwkEoGhAp+7YVKTclsWI0gExzEgkRoWMygn4OBeEg3XTmN9PPcsbXh2GcP6H0Gft3IyVcyin38klO1KNc7hXkvz1fFgcX1f0Ji2Sp/zw3sOhODa/dlIkoUSBopuuaI+CJhpwT4afOBFTWt93UASGTGArNNHWKzxvqhp1lmZanZy9ntQo6jbp9WbfuG0bzosyxgk7QKTpHNrpCTXSLWqiNKBqjF/SK3vA7/sCf+Gs+uobLnWO0UPjnF/eCpNU=</latexit>

N

<latexit sha1_base64="SJeGJGr6skXOvxbuuN7pTeLHO+A=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3xWeOr1aWbYCK4KklRdFlw40oq2Ac0oUwmt3VoZhIyk2oJ+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7HiwImlWV947X1jc2t7cqOtru3f3BYrR11ZJjEFNo0DMK45xEJARPQVkwF0ItiINwLoOuNb4p+dwKxZKF4UNMIXE5Ggg0ZJSqnuqap3WmmOagaVt2alb4K7BIYqKzWoIY1xw9pwkEoGhAp+7YVKTclsWI0gExzEgkRoWMygn4OBeEg3XTmN9PPcsbXh2GcP6H0Gft3IyVcyin38klO1KNc7hXkvz1fFgcX1f0Ji2Sp/zw3sOhODa/dlIkoUSBopuuaI+CJhpwT4afOBFTWt93UASGTGArNNHWKzxvqhp1lmZanZy9ntQo6jbp9WbfuG0bzosyxgk7QKTpHNrpCTXSLWqiNKBqjF/SK3vA7/sCf+Gs+uobLnWO0UPjnF/eCpNU=</latexit>

N



Partie 4: Evitement d’obstacles
4. Graphe de Voronoï
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Graphe de Voronoï

• Soit un ensemble de points 
différents      (générateurs)
dans un environnement

• Le diagramme de Voronoï
partitionne      en régions                                        

les plus proches de           
chaque point

14

Georgy F. Voronoï (1868-1908)
mathématicien russe

6 régions

<latexit sha1_base64="XuB7Q4QQ1eulBlYvE3q2WcvUiCQ=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFscuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palc92yRjXTbtiLMjaBUwITldUZ1TXdDSKSMuCShFiIoWPH0lM4kZSEkOluKiDGZIonMMwhxwyEpxZ+M+MyZwJjHCX549JYsH83FGZCzJmfTzIsH8V6ryD/7QWiOLiqHsxoLEr956WBVXdy3PIU5XEqgZPMMHSXwxOJGMM8UO4MZDZ0POUCF2kChaZSbvH5Y8N0sizT8/Sc9aw2Qa/ZcK4b9n3TbLfKHKvoHF2gK+SgG9RGd6iDuoigKXpBr+hNe9c+tE/tazla0cqdM7RS2s8vMMWk+Q==</latexit>n
<latexit sha1_base64="OQvAQF8N8oGONWbMGGm1GVtbw4c="></latexit>

Q ⇢ R2

<latexit sha1_base64="qI97uYJ0wQv/VL/mrzERBw/GV80=">AAACM3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugqngqiQFscuCG5ct2Ac0oUwmt3VoZhIyk9Yy5FPc6hf4MeJO3PoPJm0WtvXAwOGce+cejhcFVEjL+tBKO7t7+wflQ/3o+OT0rFI974kwiQl0SRiE8cDDAgLKoSupDGAQxYCZF0Dfm97nfn8GsaAhf5SLCFyGJ5yOKcEyk0aVaq2mOwzLJ4ID1Un1Wm1UMa26tYSxTeyCmKhAe1TVdMcPScKASxJgIYa2FUlX4VhSEkCqO4mACJMpnsAwoxwzEK5aZk+N60zxjXEYZ49LY6n+3VCYCbFgXjaZxxSbXi7+6/ki/3D9uj+jkSjuP68CrKeT46arKI8SCZykhqE7HOYkZAxzXzkzkOnQdpUDXCQx5DeVWrbnjQ3TTtNUz9qzN7vaJr1G3b6tW52G2WoWPZbRJbpCN8hGd6iFHlAbdRFBc/SCXtGb9q59al/a92q0pBU7F2gN2s8vWx2pnw==</latexit>

Q

<latexit sha1_base64="imEwh7ivpptPNG+gnKWc8uTcc2M=">AAACNnicbVDLTsJAFJ3iC+sL1J2bRjBxQUhLfC1J3LjERAoJbZrp9IITOtOmM0Wx6b+41S/wV9y4M279BFvoQtCbTObk3Mc5OW7oUyF1/V0prayurW+UN9Wt7Z3dvUp13xRBHBHoksAPor6LBfiUQ1dS6UM/jAAz14eeO77O+70JRIIG/E5OQ7AZHnE6pATLjHIqh/W6ajpGw/K9QIqG6Vyo9bpTqelNfVbaX2AUoIaK6jhVRbW8gMQMuCQ+FmJg6KG0ExxJSnxIVSsWEGIyxiMYZJBjBsJOZvZT7SRjPG0YRNnjUpuxvzcSzISYMjebZFjei+VeTv7b80R+cFHdm9BQFPqPcwOL7uTwyk4oD2MJnKSaplocHkjAGOZeYk1ApgPDTizgIo4g10wSK//coVYz0jRVs/SM5az+ArPVNM6b+m2r1j4rciyjI3SMTpGBLlEb3aAO6iKCntAzekGvypvyoXwqX/PRklLsHKCFUr5/ACAvqeU=</latexit>

V1, . . . , V6

<latexit sha1_base64="AblZL1O7O1dNb0USh8evuSMmht0=">AAACKXicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclUxRdFlw47KCfUgTymRyW4dmJiEzqZaQr3CrX+DXuFO3/ohJm4VtvTDM4dzHORwvCphUtv2lra1vbG5tV3b03b39g8Nq7agjwySm0KZhEMY9j0gImIC2YiqAXhQD4V4AXW98U/S7E4glC8W9mkbgcjISbMgoUTn1YFl6Z4B1yxpUTbtuz8pYBbgEJiqrNahpuuOHNOEgFA2IlH1sR8pNSawYDSDTnURCROiYjKCfQ0E4SDedOc6Ms5zxjWEY508oY8b+3UgJl3LKvXySE/Uol3sF+W/Pl8XBRXV/wiJZ6j/PDSy6U8NrN2UiShQImhmG7gh4oiHnRPipMwGV9bGbOiBkEkOhmaZO8XlDw8RZlul5eng5q1XQadTxZd2+a5jNizLHCjpBp+gcYXSFmugWtVAbUcTRC3pFb9q79qF9at/z0TWt3DlGC6X9/AJNo6WB</latexit>

V1

<latexit sha1_base64="lT6Dmx4Tj9JAZg0OKPIl6tMzWSs=">AAACKXicbVDLSsNAFJ3xWeOr1aWbYCK4KklRdFlw47KCfUgTymRyW4dmJiEzqZaQr3CrX+DXuFO3/ohJm4VtvTDM4dzHORwvCphUlvWF19Y3Nre2Kzva7t7+wWG1dtSRYRJTaNMwCOOeRyQETEBbMRVAL4qBcC+Arje+KfrdCcSSheJeTSNwORkJNmSUqJx6ME2tM2hopjmoGlbdmpW+CuwSGKis1qCGNccPacJBKBoQKfu2FSk3JbFiNIBMcxIJEaFjMoJ+DgXhIN105jjTz3LG14dhnD+h9Bn7dyMlXMop9/JJTtSjXO4V5L89XxYHF9X9CYtkqf88N7DoTg2v3ZSJKFEgaKbrmiPgiYacE+GnzgRU1rfd1AEhkxgKzTR1is8b6oadZZmWp2cvZ7UKOo26fVm37hpG86LMsYJO0Ck6Rza6Qk10i1qojSji6AW9ojf8jj/wJ/6ej67hcucYLRT++QVPY6WC</latexit>

V2

<latexit sha1_base64="/jHz8k1cbguajFjUdVeycYMIndc=">AAACKXicbVDLToNAFB3qq+Kr1aUbIpi4aqBqdNnEjcua2IcppBmGS52UGQgzVBvCV7jVL/Br3Klbf0RoWdjWm0zm5NzHOTluFFAhTfNLqaytb2xuVbfVnd29/YNa/bArwiQm0CFhEMZ9FwsIKIeOpDKAfhQDZm4APXd8U/R7E4gFDfm9nEbgMDzi1KcEy5x6MAy1OzxXDWNY082GOSttFVgl0FFZ7WFdUW0vJAkDLkmAhRhYZiSdFMeSkgAy1U4ERJiM8QgGOeSYgXDSmeNMO80ZT/PDOH9cajP270aKmRBT5uaTDMtHsdwryH97nigOLqp7ExqJUv95bmDRnfSvnZTyKJHASaZpqs3hiYSMYe6l9gRkNrCc1AYukhgKzTS1i8/1Nd3KskzN07OWs1oF3WbDumyYd029dVHmWEXH6ASdIQtdoRa6RW3UQQQx9IJe0Zvyrnwon8r3fLSilDtHaKGUn19RI6WD</latexit>

V3
<latexit sha1_base64="lzTv6BhUr9rqlOhFxDc//kGxvfA=">AAACKXicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiSlosuCG5cV7EOaUCaTmzo0MwmZSbWEfIVb/QK/xp269UdM2ixs64VhDuc+zuG4UUCFNM0vpbKxubW9U91V9/YPDo9q9eOeCJOYQJeEQRgPXCwgoBy6ksoABlEMmLkB9N3JTdHvTyEWNOT3chaBw/CYU58SLHPqwTDU3qilGsaoppsNc17aOrBKoKOyOqO6otpeSBIGXJIACzG0zEg6KY4lJQFkqp0IiDCZ4DEMc8gxA+Gkc8eZdp4znuaHcf641Obs340UMyFmzM0nGZaPYrVXkP/2PFEcXFb3pjQSpf7zwsCyO+lfOynlUSKBk0zTVJvDEwkZw9xL7SnIbGg5qQ1cJDEUmmlqF5/ra7qVZZmap2etZrUOes2Gddkw75p6u1XmWEWn6AxdIAtdoTa6RR3URQQx9IJe0Zvyrnwon8r3YrSilDsnaKmUn19S46WE</latexit>

V4

<latexit sha1_base64="9kQcZqk6ds77fxkSrfhZLRF6E70=">AAACKXicbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiTFosuCG5cV7EOaUCaTmzo0MwmZSbWEfIVb/QK/xp269UdM2ixs64VhDuc+zuG4UUCFNM0vpbKxubW9U91V9/YPDo9q9eOeCJOYQJeEQRgPXCwgoBy6ksoABlEMmLkB9N3JTdHvTyEWNOT3chaBw/CYU58SLHPqwTDU3qilGsaoppsNc17aOrBKoKOyOqO6otpeSBIGXJIACzG0zEg6KY4lJQFkqp0IiDCZ4DEMc8gxA+Gkc8eZdp4znuaHcf641Obs340UMyFmzM0nGZaPYrVXkP/2PFEcXFb3pjQSpf7zwsCyO+lfOynlUSKBk0zTVJvDEwkZw9xL7SnIbGg5qQ1cJDEUmmlqF5/ra7qVZZmap2etZrUOes2G1WqYd029fVnmWEWn6AxdIAtdoTa6RR3URQQx9IJe0Zvyrnwon8r3YrSilDsnaKmUn19Uo6WF</latexit>

V5

<latexit sha1_base64="6/+sjUdCOK2ToMZiO2XC3n1sBeA=">AAACKXicbVDLToNAFB3qq+Kr1aUbIpi4aqDxtWzixmVN7MMU0gzDpU7KDIQZqg3hK9zqF/g17tStPyK0LGzrTSZzcu7jnBw3CqiQpvmlVNbWNza3qtvqzu7e/kGtftgVYRIT6JAwCOO+iwUElENHUhlAP4oBMzeAnju+Kfq9CcSChvxeTiNwGB5x6lOCZU49GIbaHV6qhjGs6WbDnJW2CqwS6Kis9rCuqLYXkoQBlyTAQgwsM5JOimNJSQCZaicCIkzGeASDHHLMQDjpzHGmneaMp/lhnD8utRn7dyPFTIgpc/NJhuWjWO4V5L89TxQHF9W9CY1Eqf88N7DoTvrXTkp5lEjgJNM01ebwRELGMPdSewIyG1hOagMXSQyFZpraxef6mm5lWabm6VnLWa2CbrNhXTTMu6beOi9zrKJjdILOkIWuUAvdojbqIIIYekGv6E15Vz6UT+V7PlpRyp0jtFDKzy9WY6WG</latexit>

V6

<latexit sha1_base64="qI97uYJ0wQv/VL/mrzERBw/GV80=">AAACM3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugqngqiQFscuCG5ct2Ac0oUwmt3VoZhIyk9Yy5FPc6hf4MeJO3PoPJm0WtvXAwOGce+cejhcFVEjL+tBKO7t7+wflQ/3o+OT0rFI974kwiQl0SRiE8cDDAgLKoSupDGAQxYCZF0Dfm97nfn8GsaAhf5SLCFyGJ5yOKcEyk0aVaq2mOwzLJ4ID1Un1Wm1UMa26tYSxTeyCmKhAe1TVdMcPScKASxJgIYa2FUlX4VhSEkCqO4mACJMpnsAwoxwzEK5aZk+N60zxjXEYZ49LY6n+3VCYCbFgXjaZxxSbXi7+6/ki/3D9uj+jkSjuP68CrKeT46arKI8SCZykhqE7HOYkZAxzXzkzkOnQdpUDXCQx5DeVWrbnjQ3TTtNUz9qzN7vaJr1G3b6tW52G2WoWPZbRJbpCN8hGd6iFHlAbdRFBc/SCXtGb9q59al/a92q0pBU7F2gN2s8vWx2pnw==</latexit>

Q

<latexit sha1_base64="weofGO9YQM/YZ9n6f6WsL12kctM="></latexit>

Vi, i 2 {1, . . . , n}

<latexit sha1_base64="PAWTD9bQ4GvbNe2VzaPLHXzSZbM=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugqngqiQFH8uCG5cV7AOaECaT2zo0MwmZSbUM+RK3+gV+TXfi1p8wabOwrReGOZz7OIfjxyEV0rLm2tb2zu7efuVAPzw6PqnW6qc9EaUJgS6JwigZ+FhASDl0JZUhDOIEMPND6PuT+6Lfn0IiaMSf5CwGl+ExpyNKsMwpr1ZtNHRnClLFmUf1RsOrmVbTWpSxCewSmKisjlfXdCeISMqASxJiIYa2FUtX4URSEkKmO6mAGJMJHsMwhxwzEK5aOM+My5wJjFGU5I9LY8H+3VCYCTFjfj7JsHwW672C/LcXiOLgqnowpbEo9V+XBlbdydGdqyiPUwmcZIahOxxeSMQY5oEqUsqGtqsc4CJNoNBUyik+f2SYdpZlep6evZ7VJui1mvZ103psme2bMscKOkcX6ArZ6Ba10QPqoC4iKEVv6B19aJ/aXPvSvpejW1q5c4ZWSvv5BelRqOU=</latexit>pi

<latexit sha1_base64="PAWTD9bQ4GvbNe2VzaPLHXzSZbM=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugqngqiQFH8uCG5cV7AOaECaT2zo0MwmZSbUM+RK3+gV+TXfi1p8wabOwrReGOZz7OIfjxyEV0rLm2tb2zu7efuVAPzw6PqnW6qc9EaUJgS6JwigZ+FhASDl0JZUhDOIEMPND6PuT+6Lfn0IiaMSf5CwGl+ExpyNKsMwpr1ZtNHRnClLFmUf1RsOrmVbTWpSxCewSmKisjlfXdCeISMqASxJiIYa2FUtX4URSEkKmO6mAGJMJHsMwhxwzEK5aOM+My5wJjFGU5I9LY8H+3VCYCTFjfj7JsHwW672C/LcXiOLgqnowpbEo9V+XBlbdydGdqyiPUwmcZIahOxxeSMQY5oEqUsqGtqsc4CJNoNBUyik+f2SYdpZlep6evZ7VJui1mvZ103psme2bMscKOkcX6ArZ6Ba10QPqoC4iKEVv6B19aJ/aXPvSvpejW1q5c4ZWSvv5BelRqOU=</latexit>pi

<latexit sha1_base64="h6eKTcC9qNaK+jpcD3ksZZBcbcA=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugqngqiQV0WXBjcsK9gFNCJPJbR2amYTMpFqGfIlb/QK/pjtx60+YtFnY1gvDHM59nMPx45AKaVlzbWt7Z3dvv3KgHx4dn1Rr9dOeiNKEQJdEYZQMfCwgpBy6ksoQBnECmPkh9P3JfdHvTyERNOJPchaDy/CY0xElWOaUV6s2GrozBanizLP1RsOrmVbTWpSxCewSmKisjlfXdCeISMqASxJiIYa2FUtX4URSEkKmO6mAGJMJHsMwhxwzEK5aOM+My5wJjFGU5I9LY8H+3VCYCTFjfj7JsHwW672C/LcXiOLgqnowpbEo9V+XBlbdydGdqyiPUwmcZIahOxxeSMQY5oEqUsqGtqsc4CJNoNBUyik+f2SYdpZlep6evZ7VJui1mvZN03psme3rMscKOkcX6ArZ6Ba10QPqoC4iKEVv6B19aJ/aXPvSvpejW1q5c4ZWSvv5BYZqqKo=</latexit>p1

<latexit sha1_base64="GbF3Y1rpRu82hCYSUB+XG2JdQcU=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugo3gqiQV0WXBjcsK9gFNKJPJTR2amYTMpFqGfIlb/QK/pjtx60+YtFnY1gvDHM59nMPx4pAKaVlzbWt7Z3dvv3KgHx4dn1Rr9dOeiNKEQJdEYZQMPCwgpBy6ksoQBnECmHkh9L3JfdHvTyERNOJPchaDy/CY04ASLHNqVKuapu5MQao4G7V00xzVGlbTWpSxCewSNFBZnVFd0x0/IikDLkmIhRjaVixdhRNJSQiZ7qQCYkwmeAzDHHLMQLhq4TwzLnPGN4IoyR+XxoL9u6EwE2LGvHySYfks1nsF+W/PF8XBVXV/SmNR6r8uDay6k8GdqyiPUwmcZIahOxxeSMQY5r4qUsqGtqsc4CJNoNBUyik+LzAadpZlep6evZ7VJui1mvZN03psNdrXZY4VdI4u0BWy0S1qowfUQV1EUIre0Dv60D61ufalfS9Ht7Ry5wytlPbzC4gqqKs=</latexit>p2

<latexit sha1_base64="4rrQlyx162/kILTXwYzQAOGVLJE=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVqI0SWJG5eYyCOhTTOdXnBCZ9p0piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCm93l/MINY0JA/yXkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKSKUretNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZbPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6Ozm+cxTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfW/VOu8ixjC7QJbpGFrpFHfSAuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v4nqqKw=</latexit>p3

<latexit sha1_base64="XfvHtbGGujzwZ5KJ1dEotglhTwg=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbxmLiirSo0SWJG5eYyCOhDZlOLzihM206U5RM+iVu9Qv8GnbGrT9hC10IeJPJnJz7OCfHiwIqpGXNtdLW9s7uXnlfPzg8Oq5UayddESYxgQ4JgzDue1hAQDl0JJUB9KMYMPMC6HmT+7zfm0IsaMif5CwCl+ExpyNKsMyoYbVSr+vOFKSK0uG1Xq8Pq6bVsBZlbAK7ACYqqj2sabrjhyRhwCUJsBAD24qkq3AsKQkg1Z1EQITJBI9hkEGOGQhXLZynxkXG+MYojLPHpbFg/24ozISYMS+bZFg+i/VeTv7b80V+cFXdn9JIFPqvSwOr7uTozlWUR4kETlLD0B0OLyRkDHNf5SmlA9tVDnCRxJBrKuXknzcyTDtNUz1Lz17PahN0mw37pmE9Ns3WVZFjGZ2hc3SJbHSLWugBtVEHEZSgN/SOPrRPba59ad/L0ZJW7JyildJ+fgGLqqit</latexit>p4 <latexit sha1_base64="NAk/OTY7YXDeQflWC53EEcFsxNU=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoM0SWJG5eYyCOhTTOdXnBCZ9p0piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCm93l/MINY0JA/yXkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKSKUretNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZbPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6Ozm+cxTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36rabVbpqPrXrnpsixjC7QJbpGFrpFHfSAuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v41qqK4=</latexit>p5

<latexit sha1_base64="oMQL35NSrq9tWv7Pnra+0w3cc4w=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbxmLiirQYH0sSNy4xkUdCGzKdXnBCZ9p0piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSMuaa6Wt7Z3dvfK+fnB4dFyp1k66IkxiAh0SBmHc97CAgHLoSCoD6EcxYOYF0PMm93m/N4VY0JA/yVkELsNjTkeUYJlRw2qlXtedKUgVpcMbvV4fVk2rYS3K2AR2AUxUVHtY03THD0nCgEsSYCEGthVJV+FYUhJAqjuJgAiTCR7DIIMcMxCuWjhPjYuM8Y1RGGePS2PB/t1QmAkxY142ybB8Fuu9nPy354v84Kq6P6WRKPRflwZW3cnRnasojxIJnKSGoTscXkjIGOa+ylNKB7arHOAiiSHXVMrJP29kmHaapnqWnr2e1SboNhv2dcN6bJqtqyLHMjpD5+gS2egWtdADaqMOIihBb+gdfWif2lz70r6XoyWt2DlFK6X9/AKPKqiv</latexit>p6



Graphe de Voronoï

• Le diagramme de Voronoï est                  
l’ensemble des régions

• Le graphe de Voronoï est défini                  
par la frontière des régions 
(bleue dans la figure)
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Exemple Matlab:
Plot_Voronoi.m

• Plus formellement, la région      
est définie par:

où             indique la norme Euclidienne

<latexit sha1_base64="vDlUCHCWwI3lQKEslqQmw+lj2M8=">AAACNnicbVDLTsJAFJ3iC+sL1J2bRjBxQUhLQnRJ4sYlJlJIaNNMpxec0Jk2nSmKTf/FrX6Bv+LGnXHrJ9hCFwLeZDIn5z7OyXFDnwqp6x9KaWNza3unvKvu7R8cHlWqx6YI4ohAjwR+EA1cLMCnHHqSSh8GYQSYuT703clN3u9PIRI04PdyFoLN8JjTESVYZpRTOa3XVdMxGpbvBVI0TIer9bpTqelNfV7aOjAKUENFdZ2qolpeQGIGXBIfCzE09FDaCY4kJT6kqhULCDGZ4DEMM8gxA2Enc/updpExnjYKouxxqc3ZvxsJZkLMmJtNMiwfxGovJ//teSI/uKzuTWkoCv2nhYFld3J0bSeUh7EETlJNUy0OjyRgDHMvsaYg06FhJxZwEUeQayaJlX/uSKsZaZqqWXrGalbrwGw1jXZTv2vVOu0ixzI6Q+foEhnoCnXQLeqiHiLoGb2gV/SmvCufypfyvRgtKcXOCVoq5ecXgnyqHg==</latexit>

V1, . . . , Vn

<latexit sha1_base64="S1yYbDrJHNACrprYiAxozIGyuKE=">AAACN3icbVDLSsNAFJ34Nr5axZWbYCO4kJIURJcFNy4V7AM6oUwmNzqYmYTMpCrTfIxb/QI/xZU7cesfmLRZ2OqB4R7OuXfu4fpJxKRynHdjYXFpeWV1bd3c2Nza3qnVd7syzlIKHRpHcdr3iYSICegopiLoJykQ7kfQ8+8vSr83glSyWNyopwQ8Tm4FCxklqpCGtX3bNvEYn2AaxKoo42HLtO1hreE0nQmsv8StSANVuBrWDRMHMc04CEUjIuXAdRLlaZIqRiPITZxJSAi9J7cwKKggHKSnJ/lz66hQAiuM0+IJZU3U3xOacCmfuF90cqLu5LxXiv96gSw/nN0ejFgiq/2P0wCz6VR47mkmkkyBoLllmVjAA405JyLQeAQqH7iexiBklkK5U2tcFj+0Gm6e52ZxPXf+Vn9Jt9V0T5vOdavRPq3uuIYO0CE6Ri46Q210ia5QB1Gk0TN6Qa/Gm/FhfBpf09YFo5rZQzMwvn8Ae2yqnA==</latexit>

k · k2

<latexit sha1_base64="VyYFkS2jmQ+3hoyaVdxE0Aeqcnk="></latexit>

{V1, . . . , Vn}

<latexit sha1_base64="0zKwPjyrgm8UaRYBLNfRL9Dqu74=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugo3gqiSFosuCG5cV7AOaUCaTmzo0MwmZSbUM+RK3+gV+TXfi1p8wabOwrReGOZz7OIfjxSEV0rIW2s7u3v7BYeVIPz45PavW6ud9EaUJgR6JwigZelhASDn0JJUhDOMEMPNCGHjT+6I/mEEiaMSf5DwGl+EJpwElWObUuFY1Td2ZgVRxNqa6aY5rDatpLcvYBnYJGqis7riu6Y4fkZQBlyTEQoxsK5auwomkJIRMd1IBMSZTPIFRDjlmIFy1dJ4Z1znjG0GU5I9LY8n+3VCYCTFnXj7JsHwWm72C/Lfni+Lguro/o7Eo9V9XBtbdyeDOVZTHqQROMsPQHQ4vJGIMc18VKWUj21UOcJEmUGgq5RSfFxgNO8syPU/P3sxqG/RbTbvdtB5bjU67zLGCLtEVukE2ukUd9IC6qIcIStEbekcf2qe20L6079XojlbuXKC10n5+AekEqOQ=</latexit>pi

<latexit sha1_base64="qI97uYJ0wQv/VL/mrzERBw/GV80=">AAACM3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugqngqiQFscuCG5ct2Ac0oUwmt3VoZhIyk9Yy5FPc6hf4MeJO3PoPJm0WtvXAwOGce+cejhcFVEjL+tBKO7t7+wflQ/3o+OT0rFI974kwiQl0SRiE8cDDAgLKoSupDGAQxYCZF0Dfm97nfn8GsaAhf5SLCFyGJ5yOKcEyk0aVaq2mOwzLJ4ID1Un1Wm1UMa26tYSxTeyCmKhAe1TVdMcPScKASxJgIYa2FUlX4VhSEkCqO4mACJMpnsAwoxwzEK5aZk+N60zxjXEYZ49LY6n+3VCYCbFgXjaZxxSbXi7+6/ki/3D9uj+jkSjuP68CrKeT46arKI8SCZykhqE7HOYkZAxzXzkzkOnQdpUDXCQx5DeVWrbnjQ3TTtNUz9qzN7vaJr1G3b6tW52G2WoWPZbRJbpCN8hGd6iFHlAbdRFBc/SCXtGb9q59al/a92q0pBU7F2gN2s8vWx2pnw==</latexit>

Q

<latexit sha1_base64="H2vmMvyWyMgQcZIsFTVDgExSYtY="></latexit>

Vi =
�
z 2 Q | kz� pik2  kz� pjk2, 8 j 6= i

 

<latexit sha1_base64="tikiJJ69pBhpSPsgFhp7sDpAWUg=">AAACKXicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaTgY1lw47KCfUgTymRyW4dmJiEzqZYhX+FWv8Cvcadu/RGTNgvbemGYw7mPczh+HFIhbftLW1vf2Nzaruzou3v7B4fV2lFHRGlCoE2iMEp6PhYQUg5tSWUIvTgBzPwQuv74puh3J5AIGvF7OY3BY3jE6ZASLHPqwbL0zoDqljWomnbdnpWxCpwSmKis1qCm6W4QkZQBlyTEQvQdO5aewomkJIRMd1MBMSZjPIJ+DjlmIDw1c5wZZzkTGMMoyR+Xxoz9u6EwE2LK/HySYfkolnsF+W8vEMXBRfVgQmNR6j/PDSy6k8NrT1EepxI4yQxDdzk8kYgxzAPlTkBmfcdTLnCRJlBoKuUWnz80TCfLMj1Pz1nOahV0GnXnom7fNczmZZljBZ2gU3SOHHSFmugWtVAbEcTQC3pFb9q79qF9at/z0TWt3DlGC6X9/AKwPaW7</latexit>

Vi

<latexit sha1_base64="tikiJJ69pBhpSPsgFhp7sDpAWUg=">AAACKXicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaTgY1lw47KCfUgTymRyW4dmJiEzqZYhX+FWv8Cvcadu/RGTNgvbemGYw7mPczh+HFIhbftLW1vf2Nzaruzou3v7B4fV2lFHRGlCoE2iMEp6PhYQUg5tSWUIvTgBzPwQuv74puh3J5AIGvF7OY3BY3jE6ZASLHPqwbL0zoDqljWomnbdnpWxCpwSmKis1qCm6W4QkZQBlyTEQvQdO5aewomkJIRMd1MBMSZjPIJ+DjlmIDw1c5wZZzkTGMMoyR+Xxoz9u6EwE2LK/HySYfkolnsF+W8vEMXBRfVgQmNR6j/PDSy6k8NrT1EepxI4yQxDdzk8kYgxzAPlTkBmfcdTLnCRJlBoKuUWnz80TCfLMj1Pz1nOahV0GnXnom7fNczmZZljBZ2gU3SOHHSFmugWtVAbEcTQC3pFb9q79qF9at/z0TWt3DlGC6X9/AKwPaW7</latexit>

Vi



Graphe de Voronoï: exemples et applications
• Le poisson Tilapia mossambica crée des 

diagrammes de Voronoï au cours du processus
d'élevage des petits (voir l’image à gauche)
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Emplacement
de nouveaux 

magasins

Couverture d’une région
par une cohorte de robots

[Cortés et al., TRA’04]

• Les diagrammes de Voronoï sont utilisés 
dans plusieurs domaines (biologie, géographie, 
hydrologie, reconnaissance des formes, 
infographie, recherche opérationnelle, etc.)        
et pour de nombreuses applications:

§ Localisation de nouvelles installations

§ Couverture optimale d’un espace



Graphe de Voronoï: exemples et applications

Le médecin John Snow utilisa un diagramme de Voronoï pour montrer que la majorité des 
personnes décédées à Londre suite à l’épidémie de choléra de 1854 (disques rouges), vivait  
plus près d’une pompe d’eau infecte (cercle vert) que de toutes les autres pompes (bleues) 

17

Pompe d’eau 
infecte entre
Broad Street 
et Cambridge 
Street (Londre)
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• Graphe de Voronoï 3-D
• Graphe de Voronoï généralisé défini                   

à partir de générateurs de dimension 1 ou 2     
(segments de droite ou surfaces)

• Graphe de Voronoï d‘étendue    :             
chaque région de Voronoï est définie par:

Graphe de Voronoï: 
Générateurs de dim. 1 (segments)

Graphe de 
Voronoï 3-D

où

Graphe de Voronoï: Générateurs
de dim. 2 (surfaces)

Graphe de Voronoï
d’étendue

x
y

z

Graphe de Voronoï: extensions

<latexit sha1_base64="I5yNHCokPZvU+T2dFI1bgSOABfc="></latexit>

Vi,r = Vi \ B(pi, r)
<latexit sha1_base64="sSQdlI9v6ZfyTjie3Tq/w41Ohfo="></latexit>

B(pi, r) = {z 2 Q | kz � pik2  r}

<latexit sha1_base64="5XljN0yEXIu8mKFqNmT/goDOVsg=">AAACOnicbVDLSsNAFJ34rPHV6kZwE2wFVyUpiC4LblxWsFVoQplMbnUwMwkzk1oZxq9xq1/gj7h1J279AJM0C6teGOZwzr33XE6YxlQq132zFhaXlldWa2v2+sbm1na9sTOQSSYI9EkSJ+I6xBJiyqGvqIrhOhWAWRjDVXh3VuhXExCSJvxSPaQQMHzD6ZgSrHJqVN9rtWxfwVSVq7SAyGhh7FZrVG+6bbcs5y/wKtBEVfVGDcv2o4RkDLgiMZZy6LmpCjQWipIYjO1nElJM7vANDHPIMQMZ6NLXOIc5EznjROSPK6dkf05ozKR8YGHeybC6lb+1gvxXi2SxcN49mtBUVv7T2QHz16nxaaApTzMFnBjHsX0O9yRhDPNI+xNQZugF2gcuMwGFp9Z+8YVjp+kZY+w8Pe93Vn/BoNP2jtvuRafZbVc51tA+OkBHyEMnqIvOUQ/1EUGP6Ak9oxfr1Xq3PqzPWeuCVc3sormyvr4BcCWtOQ==</latexit>r

<latexit sha1_base64="CXIkEqMJYkU3pBeLPApOOrkql1g=">AAACKnicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUkKosuCG5cV7AObUCaT2zo0MwmZSbWE/IVb/QK/xl1x64eYtFnY1gvDHM59nMPxooBJZVlzXNna3tndq+5rB4dHxye1+mlXhklMoUPDIIz7HpEQMAEdxVQA/SgGwr0Aet7kruj3phBLFopHNYvA5WQs2IhRonLqyTS17pDpmmkOa4bVsBalbwK7BAYqqz2sY83xQ5pwEIoGRMqBbUXKTUmsGA0g05xEQkTohIxhkENBOEg3XVjO9Muc8fVRGOdPKH3B/t1ICZdyxr18khP1LNd7Bflvz5fFwVV1f8oiWeq/Lg2sulOjWzdlIkoUCJrpuuYIeKEh50T4qTMFlQ1sN3VAyCSGQjNNneLzRrphZ1mm5enZ61ltgm6zYV83rIem0bLLHKvoHF2gK2SjG9RC96iNOogigd7QO/rAn/gLz/H3crSCy50ztFL45xcNaKXg</latexit>

Vi

<latexit sha1_base64="CXIkEqMJYkU3pBeLPApOOrkql1g=">AAACKnicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUkKosuCG5cV7AObUCaT2zo0MwmZSbWE/IVb/QK/xl1x64eYtFnY1gvDHM59nMPxooBJZVlzXNna3tndq+5rB4dHxye1+mlXhklMoUPDIIz7HpEQMAEdxVQA/SgGwr0Aet7kruj3phBLFopHNYvA5WQs2IhRonLqyTS17pDpmmkOa4bVsBalbwK7BAYqqz2sY83xQ5pwEIoGRMqBbUXKTUmsGA0g05xEQkTohIxhkENBOEg3XVjO9Muc8fVRGOdPKH3B/t1ICZdyxr18khP1LNd7Bflvz5fFwVV1f8oiWeq/Lg2sulOjWzdlIkoUCJrpuuYIeKEh50T4qTMFlQ1sN3VAyCSGQjNNneLzRrphZ1mm5enZ61ltgm6zYV83rIem0bLLHKvoHF2gK2SjG9RC96iNOogigd7QO/rAn/gLz/H3crSCy50ztFL45xcNaKXg</latexit>

Vi

<latexit sha1_base64="CXIkEqMJYkU3pBeLPApOOrkql1g=">AAACKnicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUkKosuCG5cV7AObUCaT2zo0MwmZSbWE/IVb/QK/xl1x64eYtFnY1gvDHM59nMPxooBJZVlzXNna3tndq+5rB4dHxye1+mlXhklMoUPDIIz7HpEQMAEdxVQA/SgGwr0Aet7kruj3phBLFopHNYvA5WQs2IhRonLqyTS17pDpmmkOa4bVsBalbwK7BAYqqz2sY83xQ5pwEIoGRMqBbUXKTUmsGA0g05xEQkTohIxhkENBOEg3XVjO9Muc8fVRGOdPKH3B/t1ICZdyxr18khP1LNd7Bflvz5fFwVV1f8oiWeq/Lg2sulOjWzdlIkoUCJrpuuYIeKEh50T4qTMFlQ1sN3VAyCSGQjNNneLzRrphZ1mm5enZ61ltgm6zYV83rIem0bLLHKvoHF2gK2SjG9RC96iNOogigd7QO/rAn/gLz/H3crSCy50ztFL45xcNaKXg</latexit>

Vi

(disque de rayon   )<latexit sha1_base64="LIQvBi9mSPpXxrVY9W0Vz7gFGgQ=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiRF0WXBjcsK9gFNKJPJbR2amYTMpFqGfIRb/QK/xp3o0j8xabOwrReGOZz7OIfjxyEV0ra/tcrG5tb2TnVX39s/ODyq1Y+7IkoTAh0ShVHS97GAkHLoSCpD6McJYOaH0PMnt0W/N4VE0Ig/yFkMHsNjTkeUYJlTPcvSE92yhjXTbtjzMtaBUwITldUe1jXdDSKSMuCShFiIgWPH0lM4kZSEkOluKiDGZILHMMghxwyEp+Z+M+M8ZwJjFCX549KYs383FGZCzJifTzIsH8VqryD/7QWiOLisHkxpLEr954WBZXdydOMpyuNUAieZYeguhycSMYZ5oNwpyGzgeMoFLtIECk2l3OLzR4bpZFmm5+k5q1mtg26z4Vw17Pum2bosc6yiU3SGLpCDrlEL3aE26iCCJugFvaI37V370D61r8VoRSt3TtBSaT+/NpGk+Q==</latexit>r

<latexit sha1_base64="y2aSN9UcxYG9Xoq6E5xDHDiWNB0=">AAACLnicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNsBVcSEkKosuCG5cV7AOaWCaT2zo0Mwkzk2oZ8h9u9Qv8GsGFuPUzTNosbOuFYQ7nPs7h+HFIpbLtT2NtfWNza7u0Y+7u7R8clitHHRklgkCbRGEkej6WEFIObUVVCL1YAGZ+CF1/fJP3uxMQkkb8Xk1j8BgecTqkBKuMeqjVzM5A0wuRWmatNihX7bo9K2sVOAWooqJag4phukFEEgZckRBL2XfsWHkaC0VJCKnpJhJiTMZ4BP0McsxAenpmO7XOMiawhpHIHlfWjP27oTGTcsr8bJJh9SiXezn5by+Q+cFF9WBCY1noP88NLLpTw2tPUx4nCjhJLct0OTyRiDHMA+1OQKV9x9MucJkIyDW1dvPPH1pVJ01TM0vPWc5qFXQadeeybt81qs1GkWMJnaBTdI4cdIWa6Ba1UBsRJNALekVvxrvxYXwZ3/PRNaPYOUYLZfz8AnLNp58=</latexit>

Vi,r

<latexit sha1_base64="H9uSXKbatD3fRlsxJDPAVMa1QQ0=">AAACMXicbVDLSsNAFJ3UV42Ptrp0E0wFVyUpiC4LblxWsA9oQphMbuvQzCRkJtUy5Evc6hf4Nd2JW3/CpM3Ctl4Y5nDu4xyOH4dUSMtaaJWd3b39g+qhfnR8clqrN876IkoTAj0ShVEy9LGAkHLoSSpDGMYJYOaHMPCn90V/MINE0Ig/yXkMLsMTTseUYJlTXr3WbOrODKSKM4/qzaZXN62WtSxjG9glMFFZXa+h6U4QkZQBlyTEQoxsK5auwomkJIRMd1IBMSZTPIFRDjlmIFy1dJ4ZVzkTGOMoyR+XxpL9u6EwE2LO/HySYfksNnsF+W8vEMXBdfVgRmNR6r+uDKy7k+M7V1EepxI4yQxDdzi8kIgxzANVpJSNbFc5wEWaQKGplFN8/tgw7SzL9Dw9ezOrbdBvt+yblvXYNjutMscqukCX6BrZ6BZ10APqoh4iKEVv6B19aJ/aQvvSvlejFa3cOUdrpf38AubpqN0=</latexit>pi

<latexit sha1_base64="H9uSXKbatD3fRlsxJDPAVMa1QQ0=">AAACMXicbVDLSsNAFJ3UV42Ptrp0E0wFVyUpiC4LblxWsA9oQphMbuvQzCRkJtUy5Evc6hf4Nd2JW3/CpM3Ctl4Y5nDu4xyOH4dUSMtaaJWd3b39g+qhfnR8clqrN876IkoTAj0ShVEy9LGAkHLoSSpDGMYJYOaHMPCn90V/MINE0Ig/yXkMLsMTTseUYJlTXr3WbOrODKSKM4/qzaZXN62WtSxjG9glMFFZXa+h6U4QkZQBlyTEQoxsK5auwomkJIRMd1IBMSZTPIFRDjlmIFy1dJ4ZVzkTGOMoyR+XxpL9u6EwE2LO/HySYfksNnsF+W8vEMXBdfVgRmNR6r+uDKy7k+M7V1EepxI4yQxDdzi8kIgxzANVpJSNbFc5wEWaQKGplFN8/tgw7SzL9Dw9ezOrbdBvt+yblvXYNjutMscqukCX6BrZ6BZ10APqoh4iKEVv6B19aJ/aQvvSvlejFa3cOUdrpf38AubpqN0=</latexit>pi
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• Fonctions de distance autres que le distance euclidienne

Distance euclidienne Distance de Manhattan ou distance

Région non convexe !
Graphe de Voronoï: extensions

“Spatial tessellations: concepts and applications of Voronoi diagrams”, A. Okabe, B.N. Boots,    
K. Sugihara, S.N. Chiu, Wiley & Sons, 1992

<latexit sha1_base64="GNY3QdDZiCC2r8b2eQAJO6RPyOY="></latexit>

dist(z, pi) = kz � pik2

<latexit sha1_base64="FmPkU4IReNTbcx5KhUwzaIhENDo="></latexit>

dist(z, pi) = kz � pik1 ,
2X

j=1

|z(j)� pi(j)|

<latexit sha1_base64="P45/YIy+f/OFZZTBagGmFbzejWU="></latexit>

pi = (pi(1), pi(2))
<latexit sha1_base64="erYty6NCgXYCCmIFYpbBlMnOW3w=">AAACMXicbVDLSsNAFJ34rPHRVpdugqngqiQV0WXBjcsK9gFNCJPJbR2amYTMpFqGfIlb/QK/pjtx60+YtFnY1gvDHM59nMPx45AKaVlzbWt7Z3dvv3KgHx4dn1Rr9dOeiNKEQJdEYZQMfCwgpBy6ksoQBnECmPkh9P3JfdHvTyERNOJPchaDy/CY0xElWOaUV6s2GrozBanizKN6o+HVTKtpLcrYBHYJTFRWx6truhNEJGXAJQmxEEPbiqWrcCIpCSHTnVRAjMkEj2GYQ44ZCFctnGfGZc4ExihK8selsWD/bijMhJgxP59kWD6L9V5B/tsLRHFwVT2Y0liU+q9LA6vu5OjOVZTHqQROMsPQHQ4vJGIM80AVKWVD21UOcJEmUGgq5RSfPzJMO8syPU/PXs9qE/RaTfumaT22zPZ1mWMFnaMLdIVsdIva6AF1UBcRlKI39I4+tE9trn1p38vRLa3cOUMrpf38AuhqqOI=</latexit>pi

<latexit sha1_base64="wr5G2ZQ9SwPu+dKBGfNeF/lhybg=">AAACLHicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBVclUxBdFlw47KCfUATymRyW4fOTEJmUi0hv+FWv8CvcSPi1u8wabOwrReGOZz7OIfjR5wp7Tifxsbm1vbObmXP3D84PDqu1k66KkxiCh0a8jDu+0QBZxI6mmkO/SgGInwOPX9yW/R7U4gVC+WDnkXgCTKWbMQo0Tnl1uumC5wPsVmvD6u203DmZa0DXAIbldUe1gzTDUKaCJCacqLUADuR9lISa0Y5ZKabKIgInZAxDHIoiQDlpXPTmXWRM4E1CuP8SW3N2b8bKRFKzYSfTwqiH9VqryD/7QWqOLisHkxZpEr954WBZXd6dOOlTEaJBkkzyzJdCU80FILIIHWnoLMB9lIXpEpiKDTT1C0+f2TZOMsyM08Pr2a1DrrNBr5qOPdNu4XLHCvoDJ2jS4TRNWqhO9RGHURRhF7QK3oz3o0P48v4XoxuGOXOKVoq4+cX922m3w==</latexit>

`1

<latexit sha1_base64="CXIkEqMJYkU3pBeLPApOOrkql1g=">AAACKnicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUkKosuCG5cV7AObUCaT2zo0MwmZSbWE/IVb/QK/xl1x64eYtFnY1gvDHM59nMPxooBJZVlzXNna3tndq+5rB4dHxye1+mlXhklMoUPDIIz7HpEQMAEdxVQA/SgGwr0Aet7kruj3phBLFopHNYvA5WQs2IhRonLqyTS17pDpmmkOa4bVsBalbwK7BAYqqz2sY83xQ5pwEIoGRMqBbUXKTUmsGA0g05xEQkTohIxhkENBOEg3XVjO9Muc8fVRGOdPKH3B/t1ICZdyxr18khP1LNd7Bflvz5fFwVV1f8oiWeq/Lg2sulOjWzdlIkoUCJrpuuYIeKEh50T4qTMFlQ1sN3VAyCSGQjNNneLzRrphZ1mm5enZ61ltgm6zYV83rIem0bLLHKvoHF2gK2SjG9RC96iNOogigd7QO/rAn/gLz/H3crSCy50ztFL45xcNaKXg</latexit>

Vi
<latexit sha1_base64="CXIkEqMJYkU3pBeLPApOOrkql1g=">AAACKnicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUkKosuCG5cV7AObUCaT2zo0MwmZSbWE/IVb/QK/xl1x64eYtFnY1gvDHM59nMPxooBJZVlzXNna3tndq+5rB4dHxye1+mlXhklMoUPDIIz7HpEQMAEdxVQA/SgGwr0Aet7kruj3phBLFopHNYvA5WQs2IhRonLqyTS17pDpmmkOa4bVsBalbwK7BAYqqz2sY83xQ5pwEIoGRMqBbUXKTUmsGA0g05xEQkTohIxhkENBOEg3XVjO9Muc8fVRGOdPKH3B/t1ICZdyxr18khP1LNd7Bflvz5fFwVV1f8oiWeq/Lg2sulOjWzdlIkoUCJrpuuYIeKEh50T4qTMFlQ1sN3VAyCSGQjNNneLzRrphZ1mm5enZ61ltgm6zYV83rIem0bLLHKvoHF2gK2SjG9RC96iNOogigd7QO/rAn/gLz/H3crSCy50ztFL45xcNaKXg</latexit>

Vi



Graphe de Voronoï

▫ On représente le robot par un point qui perçoit               
un ensemble d’obstacles (ponctuels) tout autour de lui
� Distance des obstacles les plus proches: 
� Angle vers les obstacles:
▫ Loi de contrôle du mouvement:
� Quand 2 obstacles sont détectés: se déplacer dans                              

la direction                            (suivre la ligne médiane)
� Quand il y a 3 obstacles proches ou plus:                           

définir un « lieu » 
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Evitement d’obstacles

<latexit sha1_base64="BUxBsgkD9dWB/YgdDfh3mxEnvFE=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiSFosuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palM92yRjXTbtiLMjaBUwITldUZ1TXdDSKSMuCShFiIoWPH0lM4kZSEkOluKiDGZIonMMwhxwyEpxZ+M+MyZwJjHCX549JYsH83FGZCzJmfTzIsH8V6ryD/7QWiOLiqHsxoLEr956WBVXdyfOMpyuNUAieZYeguhycSMYZ5oNwZyGzoeMoFLtIECk2l3OLzx4bpZFmm5+k561ltgl6z4bQa9n3TbLfKHKvoHF2gK+Sga9RGd6iDuoigKXpBr+hNe9c+tE/tazla0cqdM7RS2s8vLh6k9Q==</latexit>m
<latexit sha1_base64="JZoPfSI171VA3RR4EQZIDPeL4F0=">AAACNnicbVDLSsNAFJ3UV42vVt25CaaCi1KSQtFlwY3LCvYBTQiTyW0dmpmEzKRaQ/7FrX6Bv+LGnbj1E0zaLGzrhWEO5z7O4bihT4U0jA+ltLG5tb1T3lX39g8OjyrV454I4ohAlwR+EA1cLMCnHLqSSh8GYQSYuT703clN3u9PIRI04PdyFoLN8JjTESVYZpRTOa3VVM8x65bvBVLUPYeptZpT0Y2GMS9tHZgF0FFRHaeqqJYXkJgBl8THQgxNI5R2giNJiQ+pasUCQkwmeAzDDHLMQNjJ3H6qXWSMp42CKHtcanP270aCmRAz5maTDMsHsdrLyX97nsgPLqt7UxqKQv9pYWDZnRxd2wnlYSyBk1TTVIvDIwkYw9xLrCnIdGjaiQVcxBHkmkli5Z870nQzTVM1S89czWod9JoNs9Uw7pp6u1XkWEZn6BxdIhNdoTa6RR3URQQ9oxf0it6Ud+VT+VK+F6Mlpdg5QUul/PwCso6qOQ==</latexit>

d1, . . . , dm
<latexit sha1_base64="ip2ezHq7Qn2Pt+K7maDbivNiJ44="></latexit>↵1, . . . ,↵m

<latexit sha1_base64="zjsmBrjbpawGPlvbHlclPmL+Wfs="></latexit>

� = (↵1 + ↵2)/2
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B

Graphe de Voronoï

• Détection d’un troisième obstacle

• Mouvement selon une arête du graphe de Voronoï

A

C

Robot

B

A

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d



• Déplacement à équidistance des trois obstacles et définition d’un lieu

B

A

C
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Graphe de Voronoï

Robot Robot

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d

<latexit sha1_base64="fCP79kB0pSwe1wrngoxFl2JRzOA=">AAACJ3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugongqiQFqcuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbUM+Qi3+gV+jTvRpX9i0mZhWy8Mczj3cQ7Hj0MqpG1/a5Wt7Z3dveq+fnB4dHxSq5/2RJQmBLokCqNk4GMBIeXQlVSGMIgTwMwPoe9Pb4t+fwaJoBF/kPMYPIYnnI4pwTKn+palB7pljWqm3bAXZWwCpwQmKqszqmu6G0QkZcAlCbEQQ8eOpadwIikJIdPdVECMyRRPYJhDjhkITy38ZsZlzgTGOEryx6WxYP9uKMyEmDM/n2RYPor1XkH+2wtEcXBVPZjRWJT6z0sDq+7k+MZTlMepBE4yw9BdDk8kYgzzQLkzkNnQ8ZQLXKQJFJpKucXnjw3TybJMz9Nz1rPaBL1mw7lu2PdNs90qc6yic3SBrpCDWqiN7lAHdRFBU/SCXtGb9q59aJ/a13K0opU7Z2iltJ9fHvik7g==</latexit>

d



Algorithme
1. On part du point
2. Se déplacer en maintenant une distance égale              

entre les obstacles A et B:
3. Sélectionner un obstacle C avec une distance                      

telle que: 
� Utiliser une tolérance sur l’égalité
� Éviter les cas où ces distances ne sont jamais égales
� Attention au cas où les (une des) distances sont égales 

à la distance maximale perceptible du robot
4. Arrêt et définition d’un lieu
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Graphe de Voronoï

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="ADOfFnTmxrZmhaHFTpiJULeXXqU=">AAACN3icbVDLSsNAFJ3UV42vqrhyM9gKuilJQXQjVN24rGBVaEKYTG7r0MwkZCbVMuRj3OoX+Cmu3Ilb/8CkZmGtF4Y5nPs4h+PHIZPKst6Mytz8wuJSddlcWV1b36htbt3IKE0odGkURsmdTySETEBXMRXCXZwA4X4It/7woujfjiCRLBLXahyDy8lAsD6jROWUV9tpNMzAOztQh/gUB955DsxGw6vVraY1KTwL7BLUUVkdb9MwnSCiKQehaEik7NlWrFxNEsVoCJnppBJiQodkAL0cCsJBunriP8P7ORPgfpTkTyg8YX9vaMKlHHM/n+RE3cu/vYL8txfI4uC0ejBisSz1H38MTLtT/RNXMxGnCgTNMDYdAQ804pyIQDsjUFnPdrUDQqYJFJpaO8Xn93HdzrLMzNOz/2Y1C25aTfuoaV216u3jMscq2kV76ADZ6Bi10SXqoC6iSKMn9IxejFfj3fgwPn9GK0a5s42myvj6BjayqVc=</latexit>

dA(t) = dB(t)

<latexit sha1_base64="42iPnfwWx3KIjmBRxTDIRJLrI2A="></latexit>

dC(t) = dA(t) = dB(t)

<latexit sha1_base64="7dYZA4arP71NrsqVglGPIX8txS0=">AAACLHicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBHqpiQFqctCNy4r2Ac0oUwmN3VoZhIyk2oJ+Q23+gV+jRsRt36HSZuFbb0wzOHcxzkcNwqokKb5qWxt7+zu7VcO1MOj45PTau2sL8IkJtAjYRDGQxcLCCiHnqQygGEUA2ZuAAN32in6gxnEgob8Qc4jcBiecOpTgmVO2YaheuNOXV6rhjGu6mbDXJS2CawS6Kis7rimqLYXkoQBlyTAQowsM5JOimNJSQCZaicCIkymeAKjHHLMQDjpwnSmXeWMp/lhnD8utQX7dyPFTIg5c/NJhuWjWO8V5L89TxQHV9W9GY1Eqf+8NLDqTvq3Tkp5lEjgJNM01ebwRELGMPdSewYyG1lOagMXSQyFZpraxef6mm5lWabm6VnrWW2CfrNh3TTM+6bebpU5VtAFukR1ZKEWaqM71EU9RFCEXtArelPelQ/lS/lejm4p5c45Winl5xdT3aaH</latexit>

dC(t)
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5. Dès que le robot est sur un lieu
• Sélectionner une arête de       

sortie du graphe de Voronoï
(selon un certain critère)

• Effectuer une rotation                
pour faire face à l’arête

5. Lancer le robot sur la            
nouvelle arête, et répéter                    
la procédure précédente                      
(« go to 3. ») jusqu’au but

B

A

C

Graphe de Voronoï

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb
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Départ

But
• Exemple de chemin sans collisions (non unique !)

obstacle

Graphe de Voronoï

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="pFRDCvQ3RfR8kLJ7GRyQ5hmoR3k=">AAACM3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugq3gqiQFUXcFNy5bsA9oQplMbuvQzCRkJq1lyKe41S/wY8SduPUfTNIsbOuBgcM59849HDf0qZCm+aGVtrZ3dvfK+/rB4dHxSaV62hNBHBHoksAPooGLBfiUQ1dS6cMgjAAz14e+O73P/P4MIkED/igXITgMTzgdU4JlKo0q1XpdtxmWTwT7qpPo9fqoUjMbZg5jk1gFqaEC7VFV020vIDEDLomPhRhaZigdhSNJiQ+JbscCQkymeALDlHLMQDgqz54Yl6niGeMgSh+XRq7+3VCYCbFgbjqZxRTrXib+63ki+3D1ujejoSjuPy8DrKaT41tHUR7GEjhJDEO3OcxJwBjmnrJnIJOh5SgbuIgjyG4qlbfnjo2alSSJnrZnrXe1SXrNhnXdMDvNWuuu6LGMztEFukIWukEt9IDaqIsImqMX9IretHftU/vSvpejJa3YOUMr0H5+AVtqqaA=</latexit>

Q
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• Extension: obstacles non ponctuels (polygones) 

But
obstacle

Graphe de Voronoï

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

Départ



• Arête du graphe de Voronoï:  
▫ Ensembles de points équidistants de deux bordures

• Sommet du graphe de Voronoï: 
▫ Ensembles de points équidistants de trois bordures ou plus

27

Salle Sommet

Arête

• Extension: obstacles non ponctuels (par ex. les murs d’une salle)

Graphe de Voronoï



• Construction de cartes topologiques (cf. le Ch. 1.3)

▫ Démarrage
� Trouver l’objet le plus proche
� Se déplacer jusqu’à trouver un second objet
� Suivre la ligne médiane vers un troisième objet
� Définition du lieu initial
▫ Tant qu’il existe une arête inexplorée

� Suivre cette arête vers le lieu situé à l’autre bout
▫ Arrêt quand toutes les arêtes ont été explorées

28

Graphe de Voronoï

Autre application du graphe de Voronoï en robotique mobile:



• Exemple

29

Construction de la carte 
topologique d’un 

bâtiment (8 lieux)

Départ

Graphe de Voronoï

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs



Partie 4: Evitement d’obstacles

5. Planification probabiliste

30
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Méthodes déterministes (champs de potentiel, fenêtre dynamique,      
graphe de Voronoï)

• Elles permettent de retrouver le même chemin sans collisions à chaque 
exécution, sous réserve d'avoir des conditions initiales équivalentes

• Les méthodes déterministes sont dites complètes en résolution car elles 
garantissent de trouver une solution, ou d'indiquer s'il n'y a pas de solution

Méthodes probabilistes

• Ces méthodes ne trouveront pas forcément le même chemin sans 
collisions à chaque exécution, même avec les mêmes conditions initiales

• Ces méthodes ne sont pas complètes en résolution, mais elles garantissent 
de trouver un chemin sans collisions s'il en existe un. On dit qu'elles sont 
complètes en probabilité

Méthodes déterministes et probabilistes



Planification probabiliste
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Les planificateurs probabilistes font partie de la grande famille des méthodes
basées sur l'échantillonnage (« sampling-based methods », en anglais)

• Très efficaces, spécialement pour problèmes définis dans un espace
des configurations      de très haute dimensionalité

Idée de base des méthodes basées sur l'échantillonnage: déterminer
un ensemble fini de configurations sans collisions qui représentent adéquatement
l’espace libre dans l’environnement, et utiliser ces configurations pour construire
une “roadmap” (carte de route) entre deux poses données et du robot

• A chaque itération on choisit une configuration candidate et on vérifie
qu’elle ne comporte pas de collisions entre le robot et les obstacles

• Si il y a une collision, la configuration candidate est rejetée. Sinon, elle est
rajoutée à la roadmap et elle est connectée, si possible, aux autres configurations 
déjà mémorisées

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="Ojwpo9rGnPu8LN7MvdJAsLgKcQU=">AAACM3icbVDLSsNAFJ3UV42vVpdugq3gqiRF0WXBjcsW7AOaUCaT2zo0MwmZSWsZ8ilu9Qv8GHEnbv0HkzQL23pg4HDOvXMPxw19KqRpfmilre2d3b3yvn5weHR8Uqme9kQQRwS6JPCDaOBiAT7l0JVU+jAII8DM9aHvTu8zvz+DSNCAP8pFCA7DE07HlGCZSqNKtV7XbYblE8G+6iR6vT6q1MyGmcPYJFZBaqhAe1TVdNsLSMyAS+JjIYaWGUpH4UhS4kOi27GAEJMpnsAwpRwzEI7KsyfGZap4xjiI0selkat/NxRmQiyYm05mMcW6l4n/ep7IPly97s1oKIr7z8sAq+nk+M5RlIexBE4Sw9BtDnMSMIa5p+wZyGRoOcoGLuIIsptK5e25Y6NmJUmip+1Z611tkl6zYd00zE6z1roueiyjc3SBrpCFblELPaA26iKC5ugFvaI37V371L607+VoSSt2ztAKtJ9fWempmw==</latexit>

Q
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§ Approche déterministe: les configurations candidates sont choisies                   
à travers une grille régulière appliquée à l’environnement (voir, par ex. 
[Janson et al., IJRR’18])

Cette procédure est assez générale. Il y a deux façons de choisir les candidats:

Deux méthodes importantes qui utilisent l’approche stochastique sont:

1. PRM (Probabilistic Roadmap)

§ Approche stochastique: les configurations candidates sont choisies          
selon une certaine fonction de densité de probabilité (pdf) 

2. RRT (Rapidly-exploring Random Tree)

Remarque: l’étude de l’optimalité de ces méthodes est très récent (elle s’appuie
sur la théorie des graphes aléatoires et de la percolation), voir les articles:
"Sampling-based algorithms for optimal motion planning”, S. Karaman, E. Frazzoli,            
Int. Journal of Robotics Research, vol. 30, no. 7, pp. 846-894, 2011
"Exploring implicit spaces for constrained sampling-based planning", Z. Kingston, M. Moll, 
L.E. Kavraki, Int. Journal of Robotics Research, vol. 38, no. 10-11, pp. 1151–1178, 2019
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"Probabilistic roadmaps for path planning in high-dimensional configuration spaces", L.E. Kavraki,             
P. Svestka, J.-C. Latombe, M.H. Overmars,  IEEE Trans. Robotics and Automation, vol. 12, n. 4,                   
pp. 566-580, 1996

• On génère un échantillon aléatoire de l’espace des configurations                   
en utilisant une pdf uniforme

Algorithme :

• est testé pour les collisions

• Si  ne génère pas de collisions, il est ajouté à la roadmap et connecté         
(si possible) à travers des chemins locaux sans collisions, à des configurations 
‘suffisamment’ proches déjà présentes dans la roadmap

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand
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• La génération d’un chemin local sans collisions entre            et une 
configuration proche           est effectuée par un planificateur local. 
Typiquement, on considère un chemin droit entre            et           ,            
et on vérifie s’il y a des collisions (par ex. on vérifie que les échantillons 
individuels du segment ne génèrent pas de collisions) 

• Si le chemin droit provoque une collision, il est rejeté et            et                 
ne sont pas connectés dans la roadmap

• La procédure incrémentale de la méthode PRM s’arrête lorsque un   
nombre maximal d’itérations a été atteint, ou le nombre de composantes 
connexes dans la roadmap dévient inférieur à un seuil-limite

• On vérifie si il est possible de connecter      et       à la même composante 
connexe de la PRM en utilisant des chemins locaux sans collisions 

Remarque: si une solution n’est pas été trouvée, la PRM peut être améliorée      
en effectuant plus d’itérations ou en utilisant des stratégies pour réduire le nombre 
de composantes connexes   

Planification probabiliste: PRM
<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand
<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb
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PRM: illustration de l’algorithme 
(3 situations possibles)A

B

C

2 composantes
connexes de la PRM

roadmap

roadmap

roadmap

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand
<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand
<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear
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Utilisation de la PRM     
pour trouver un chemin 

sans collisions entre       et
3 composantes 

connexes de la PRM

Planification probabiliste: PRM

Exemple 1

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb
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• Utilisation de la PRM pour trouver 
un chemin sans collisions entre      et

• Dans cet exemple nous avons une 
seule grande composante connexe

Planification probabiliste: PRM

Exemple 2

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb
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Avantages de la méthode PRM:

• Elle trouve un chemin sans collisions très rapidement                
(à condition que la PRM ait été bien développée)

• Nouvelles instances du même problème produisent une amélioration 
potentielle de la PRM. La PRM améliore, en termes de connectivité      
et d’efficacité temporelle, avec l’utilisation (la méthode PRM est     
donc intrinsèquement « multiple-query » ou à demande multiple)

• Dans des espaces à très haute dimensionnalité (dim. > 4) la méthode 
PRM est très efficace pour trouver rapidement une solution

• Simplicité de mise en œuvre: il n’est pas nécessaire d’avoir                            
une représentation géométrique des obstacles

Planification probabiliste: PRM
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Inconvénients de la méthode PRM
• PRM est seulement complet en probabilité: la probabilité de trouver une 

solution (si il y a une) tend vers 1 comme le temps d’exécution tend vers l’infini. 
Donc, s’il n’y a pas de solutions, l’algorithme ne terminera jamais: en pratique, 
un nombre maximum d’itérations est fixé pour garantir la terminaison

• Les passages étroits dans l’environnement       
sont critiques. En utilisant une pdf uniforme   
pour générer          , la probabilité de placer         
un candidat dans une certaine région de        
l’espace libre est proportionnelle à son 
volume. Par conséquent, il serait peu 
probable d’avoir un chemin à travers un 
passage étroit dans un délai raisonnable
Solution possible: utiliser une pdf
non uniforme

Planification probabiliste: PRM

• Lazy PRM [Bohlin & Kavraki, ICRA’00]: réduction du nombre de contrôles       
de collision pendant la planification et donc minimisation du temps d’exécution

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand



Planification probabiliste: PRM

Chemin sans collisions                                 
du robot choisi (vert)
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Obstacle

“Robotics, Vision and Control: Fundamental
Algorithms in MATLAB", P. Corke, Springer, 2011

Deux composantes 
connexe de la PRM

Robotics Toolbox de P. Corke : 
>> prm.plan()

Exécution 1 Exécution 2

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcE kCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

PathPlanningExample.m

Dans le Robotics System Toolbox de Matlab (R2017):



Planification probabiliste: RRT
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2. Rapidly-exploring Random Tree (RRT)

"Randomized Kinodynamic Planning", S.M. LaValle, J.J. Kuffner Jr., Int. Journal of Robotics 
Research, vol. 20, n. 5, pp. 378-400, 2001

§ RRT est un algorithme de planification probabiliste « single-query »

• L’algorithme ne génère pas une roadmap qui représente d’une façon 
exhaustive la connectivité de l’espace libre dans tout l’environnement.     
On explore uniquement une portion de l’espace libre qui est pertinente    
à la solution du problème (réduction importante du temps de calcul)

§ La méthode RRT utilise une structure de données qui s’appelle            
Rapidly-exploring Random Tree (RRT)

• L’expansion incrémentale de l’RRT (on appelle cet arbre « T »)                  
est basée sur une simple procédure stochastique répétée                                
à chaque itération   
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• On génère un échantillon aléatoire de l’espace des configurations                   
en utilisant une pdf uniforme (comme pour la méthode PRM)

Algorithme

• La configuration en T la plus proche à            est déterminée, et une 
nouvelle configuration candidate           est produite sur le segment joignant   
à           , à une distance préfixée de    

• On vérifie que soit           soit le segment de           à          n’engendre pas    
de collisions. Si tel est le cas, T est élargi en incluant           et le segment le 
joignant à            (          n’est pas rajouté à T, donc il n’est pas nécessaire de 
vérifier s’il engendre des collisions : sa seule fonction est d’indiquer la 
direction d’expansion de l’arbre T) 

Planification probabiliste: RRT

T

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear
<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew
<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="JIIw5swa1cPIwrpYsSPoqNU7a34=">AAACLHicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQguiy4cVnBPqAJZTK5qUNnJiEzqZaQ33CrX+DXuBFx63eYtFnY1gvDHM65597D9WNGpbLtT21jc2t7Z7e2p+8fHB4d1xsnPRmlCYEuiViUDHwsgVEBXUUVg0GcAOY+g74/uS31/hQSSSPxoGYxeByPBQ0pwaqgXMvS3QCYwrpljeqm3bTnZawDpwImqqozamiFOSIpB6EIw1IOHTtWXoYTRQmDXHdTCTEmEzyGYQEF5iC9bB46Ny4KJjDCKCmeUMac/evIMJdyxv2ik2P1KFe1kvxXC2Q5cHl7MKWxrPY/LwIsp1PhjZdREacKBMkNQ3cFPJGIcyyCzJ2CyoeOl7kgZJpAuTPL3PLzQ8N08jzXi+s5q7daB71W07lq2vcts92q7lhDZ+gcXSIHXaM2ukMd1EUExegFvaI37V370L6070XrhlZ5TtFSaT+/YoWnHQ==</latexit>

�

<latexit sha1_base64="BmsbPBr2rKlQRDti5Zb5fMNGCU8="></latexit>

�
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• Si le segment joignant Ts et Tb est sans collisions, l’expansion est complète     
et les deux arbres sont raccordés

• Si la procédure de connexion n'aboutisse pas à une solution après un certain 
nombre d’itérations, on peut conclure que les deux arbres sont encore distants 
et la phase d’expansion peut recommencer

• Après un certain nombre de pas d’expansion, l’algorithme entre dans une 
phase où il essaie de connecter Ts et Tb en étendant chaque arbre vers l’autre. 
Ceci est fait en générant un           comme une expansion de Ts et en essayant de 
connecter Tb à

Planification probabiliste: RRT

• Pour accélérer la recherche d’un chemin entre       et      , la méthode RRT 
bidirectionnelle utilise deux arbres Ts et Tb ancrés en       et       , respectivement.
À chaque itération, les deux arbres sont élargis avec la méthode décrite dans la 
slide précédente

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew
<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew
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• Illustration de la méthode RRT bidirectionnelle ou « RRTConnect »

Procédure stochastique pour      
l’expansion d’un arbre (Ts)

Les arbres Ts et Tb  ont été raccordés 

Ts

Planification probabiliste: RRT

Tb

Ts

Tb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew

<latexit sha1_base64="oe2vvXT1YlI6tbmsS9X9op6kLO0="></latexit>qnear

<latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew
<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="Uuo827D+VFAajQkQJFakHz3B+sE=">AAACLHicbVDLSsNAFJ2prxpfrS7dBBPBVUmKosuCG5cV7AOaUCaT2zo0MwmZSbWE/IZb/QK/xo2IW7/DpM3Ctl4Y5nDOPfcerhcFTCrL+sSVjc2t7Z3qrra3f3B4VKsfd2WYxBQ6NAzCuO8RCQET0FFMBdCPYiDcC6DnTW4LvTeFWLJQPKhZBC4nY8FGjBKVU45pao4PgSKaaQ5rhtWw5qWvA7sEBiqrPazj3BzShINQNCBSDmwrUm5KYsVoAJnmJBIiQidkDIMcCsJBuuk8dKaf54yvj8I4f0Lpc/avIyVcyhn38k5O1KNc1QryX82XxcDl7f6URbLc/7wIsJxOjW7clIkoUSBopuuaI+CJhpwT4afOFFQ2sN3UASGTGIqdaeoUnzfSDTvLMi2/nr16q3XQbTbsq4Z13zRal+Udq+gUnaELZKNr1EJ3qI06iKIIvaBX9Ibf8Qf+wt+L1gouPSdoqfDPL2Mfpx8=</latexit>

�
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Avantages de la méthode RRT
• La procédure d’expansion de RRT est simple et très efficace pour « explorer » 

l’espace libre dans un environnement (même non convexe). Elle est biaisée       
vers les parties de l’environnement qui n’ont pas été encore visitées

• Au lieu d’utiliser une constante pour générer           , on peut définir un pas qui est 
une fonction de l’espace libre disponible (on peut aller jusqu’à           , comme dans    
la phase expansion de la méthode PRM). Cette version gloutonne (« greedy »)         
de la méthode peut être beaucoup plus efficace si il y a des vastes zones vides

• RRT*: garantie la convergence vers un chemin qui est optimal par rapport                       
à certaine fonction de coût                           [Karaman et al., IJRR’11]

• On peut facilement utiliser la méthode RRT avec des contraintes différentielles  
(non-holonômes et ciné/dynamiques) sur le robot

• Comme la méthode PRM, la méthode RRT est complète en probabilité

Plusieurs variantes possibles :

• La probabilité que une configuration générique de l’espace libre est rajoutée      
à le RRT tend vers 1 comme le temps d’exécution tend vers l’infini (à condition 
que la configuration se trouve dans la même composante connexe de l’espace 
libre où le RRT est ancré)

Planification probabiliste: RRT

<latexit sha1_base64="JIIw5swa1cPIwrpYsSPoqNU7a34=">AAACLHicbVDLSsNAFJ34rPHV6tJNMBFclaQguiy4cVnBPqAJZTK5qUNnJiEzqZaQ33CrX+DXuBFx63eYtFnY1gvDHM65597D9WNGpbLtT21jc2t7Z7e2p+8fHB4d1xsnPRmlCYEuiViUDHwsgVEBXUUVg0GcAOY+g74/uS31/hQSSSPxoGYxeByPBQ0pwaqgXMvS3QCYwrpljeqm3bTnZawDpwImqqozamiFOSIpB6EIw1IOHTtWXoYTRQmDXHdTCTEmEzyGYQEF5iC9bB46Ny4KJjDCKCmeUMac/evIMJdyxv2ik2P1KFe1kvxXC2Q5cHl7MKWxrPY/LwIsp1PhjZdREacKBMkNQ3cFPJGIcyyCzJ2CyoeOl7kgZJpAuTPL3PLzQ8N08jzXi+s5q7daB71W07lq2vcts92q7lhDZ+gcXSIHXaM2ukMd1EUExegFvaI37V370L6070XrhlZ5TtFSaT+/YoWnHQ==</latexit>

� <latexit sha1_base64="B/908iDBtaEUAXNkDGlQNzPg6OE="></latexit>qnew
<latexit sha1_base64="BdnMkjbHSvn85jwT1GIeeIqLMIM="></latexit>qrand

<latexit sha1_base64="iUNk4lZ1HzEbjmeWgyZBXxuFlY4="></latexit>

c : ⌃Q ! R+



Planification probabiliste: RRT
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Extension pour robots non-holonômes

• Solution simple et générale: utiliser des primitives de mouvement

• Par exemple, pour un robot de type unicycle, l’ensemble de vitesses suivant:

produit trois chemins locaux admissibles: 1) virage à gauche le long d’un arc    
de cercle, 2) trajet en ligne droit, 3) virage à droite le long d’un arc de cercle
Remarque: ces primitives de mouvement n’autorisent pas la marche
arrière ou des rotations sur place (en fait,            )

• Elles sont un ensemble fini et admissible de chemins
locaux dans l’espace des configurations 
• Chaque primitive est produite par un choix spécifique
des vitesses dans le modèle cinématique
• Les chemins admissibles sont générés par concaténation
des primitives de mouvement

Pour un robot de type unicycle, les chemins en ligne droite pour aller de       à
générés par la méthode RRT, ne sont pas admissibles, en général

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs
<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb

<latexit sha1_base64="+ioIyywdfVVNtcQm1ZLk6FGQw1U="></latexit>

v(t) = v, !(t) 2 {�!, 0, !}, t 2 [ts, ts +�], v, ! > 0

<latexit sha1_base64="/i0vc7JQFC9Q3IJUh+in7RG5jhU=">AAACOHicbVDLSsNAFJ3Ud3xVBTduBlvBVUkqoisR3LhUsA9oQplMbuvQzCRkJtEy5mfc6hf4J+7ciVu/wKTNwlYPXOZw7rmPuV4UMKks692oLCwuLa+srpnrG5tb29Wd3bYMk5hCi4ZBGHc9IiFgAlqKqQC6UQyEewF0vNFVke+kEEsWijs1jsDlZCjYgFGicqlf3a/XTSfMHUUDnWb4Altmvd6v1qyGNQH+S+yS1FCJm/6OYTp+SBMOQtGASNmzrUi5msSK0QAy00kkRISOyBB6ORWEg3T15AMZPsoVHw/COA+h8ET9XaEJl3LMvdzJibqX87lC/Dfny6Lh7HQ/ZZEs5z9OF5jdTg3OXc1ElCgQNMPYdAQ80JBzInztpKCynu1qB4RMYihmau0UjzfANTvLMjO/nj1/q7+k3WzYpw3rtlm7PCnvuIoO0CE6RjY6Q5foGt2gFqLoCT2jF/RqvBkfxqfxNbVWjLJmD83A+P4BlEarKQ==</latexit>

v > 0
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Les 3 primitives 
de mouvement
pour un robot                

de type unicycle

Un exemple de RRT (sa projection      
dans l’espace opérationnel du robot)

Obstacle

Robot

Robot

Planification probabiliste: RRT
Extension pour robots non-holonômes

<latexit sha1_base64="NytGyKUfePjOTFUBlVZAm4pZmNQ=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl2hNxputW42zWUZ28AqQB0V1XVrmm77IUkYcEkCLMTIMiPpKBxLSgJIdTsREGEyxRMYZZBjBsJRS+epcZUxvjEO4+xxaSzZvxsKMyHmzMsmGZZPYrOXk//2fJEfXFf3ZzQShf7rysC6OzluO4ryKJHASWoYus3hhYSMYe6rPKV0ZDnKBi6SGHJNpez888ZG3UrTVM/Sszaz2gb9VtO6aZoPrXqnXeRYRhfoEl0jC92iDrpHXdRDBCXoDb2jD+1TW2hf2vdqtKQVO+dorbSfX/0uqPI=</latexit>qs

<latexit sha1_base64="2YWnV/2ZWsskFDV8xr894AY6/cw=">AAACMXicbVDLTsJAFJ3iC+sD0KWbRjBxRVoSI0sSNy4xkUdCm2Y6veCEzrR2piiZ9Evc6hf4NeyMW3/CFroQ8CaTOTn3cU6OFwVUSNNcaKWd3b39g/KhfnR8clqp1s76IkxiAj0SBmE89LCAgHLoSSoDGEYxYOYFMPCmd3l/MINY0JA/ynkEDsMTTseUYJlRbrXSaOj2DKR6Tl1PbzTcat1smssytoFVgDoqquvWNN32Q5Iw4JIEWIiRZUbSUTiWlASQ6nYiIMJkiicwyiDHDISjls5T4ypjfGMcxtnj0liyfzcUZkLMmZdNMiyfxGYvJ//t+SI/uK7uz2gkCv3XlYF1d3LcdhTlUSKBk9QwdJvDCwkZw9xXeUrpyHKUDVwkMeSaStn5542NupWmqZ6lZ21mtQ36raZ10zQfWvVOu8ixjC7QJbpGFrpFHXSPuqiHCErQG3pHH9qnttC+tO/VaEkrds7RWmk/v99uqOE=</latexit>qb
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Robotics Toolbox de P. Corke: 
>> rrt.plan() 

y

q

Planification probabiliste: RRT

• L’expansion d’un RRT pour un robot                
non-holonôme est similaire à la procédure
vue précédemment (seulement
la génération de           est différente)

• Sous des hypothèses appropriées, on peut
montrer que si la configuration finale peut
être atteinte de la configuration initiale à
travers une concaténation sans collisions    
de primitives, la probabilité que       soit
rajouté à l’arbre T tend vers 1 comme
le temps d’exécution tend vers l’infini

• Pour augmenter l’efficacité de la    
méthode, une version bidirectionnelle
peut être envisagée

RRT pour un robot de type unicycle avec 
configuration initiale Chaque
sommet représente une pose admissible      
du robot dans l’espace libre

Espace 3D des poses du robot (SO(2)) 
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Extension pour robots non-holonômes
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Planificateurs probabilistes: logiciel et variantes

Planificateurs multiple-query:
§ PRM

• Lazy PRM
• PRM*: version asymptot. 

optimale de PRM
• Lazy PRM*

§ SPARS (SPArse Roadmap Spanner
algorithm): quasi-optimalité 
asymptotique 

§ SPARS2

• Implémentation efficace des méthodes basées sur l’échantillonnage:                  
The Open Motion Planning Library (OMPL) : https://ompl.kavrakilab.org

• Nombreuses variantes et extensions de PRM et RRT dans la littérature:
Planificateurs single-query:
§ RRT

• Lazy RRT
• RRT*: version asymptot. optimale de RRT
• RRT#, RRTX: variantes de RRT* avec une 

vitesse de convergence plus rapide
• Informed RRT*
• SST (Sparse Stable RRT)
• VF-RRT (Vector Field RRT)
• pRRT (Parallel RRT)
• TSRRT (Task-Space RRT)

§ EST (Expansive Space Trees)
§ KPIECE (Kinematic Planning by Interior-

Exterior Cell Exploration)
§ STRIDE (Seach Tree with Resolution

Independent Density Estimation) 
§ PDST (Path-Directed Subdivision Trees)
§ FMT* (Fast Marching Tree)
§ QRRT (Quotient-Space RRT)

https://ompl.kavrakilab.org


Fin du CM
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Robotics Toolbox pour Matlab
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P. Corke (Queensland Univ. of Technology, Australie)

• Toolbox téléchargeable à l’adresse: 

https://petercorke.com/toolboxes/robotics-toolbox/

• Liste complète des fonctions de la toolbox:

www.petercorke.com/RTB/r9/html/index_alpha.html

TD 3 :
• Création et déplacement d’un robot mobile de type tricycle (ou « car-like ») [RT]

• Filtre de Kalman étendu (EKF) pour la localisation d’un robot mobile,                 
pour la cartographie et le SLAM [RT]

• Evitement d’obstacles : méthodes basées sur le graphe de Voronoï
et les champs de potentiel

https://petercorke.com/toolboxes/robotics-toolbox/
http://www.petercorke.com/RTB/r9/html/index_alpha.html

