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Plan du cours

Chapitre 1:  Localisation

Chapitre 2:  Navigation

1.1  Introduction et défis

2.1  Stratégies de navigation

2.2  Architectures de contrôle

2.3  Navigation vers un but

1.3  Localisation par filtre de Kalman

1.2  Odométrie

1.4  Autres techniques de localisation

2.4  Evitement d’obstacles



Plan du chapitre

• Introduction et défis

• Odométrie

• Localisation par filtre de Kalman

• Autres techniques de localisation
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Partie 3 : Localisation par filtre de Kalman
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• Notions de base de théorie des probabilités

• Généralités sur le filtre de Kalman

• Classification des problèmes de localisation

• Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Localisation incrémentielle avec le filtre de Kalman



Notions de base de théorie des probabilités

Soit une variable aléatoire (v.a.) et      une valeur spécifique (ou réalisation) 
qu’elle peut prendre. 

: probabilité que la variable aléatoire      prenne la valeur

Exemples:

1. Le résultat d'un lancé de dé est caractérisé par (6 valeurs possibles):
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2. Pièce de monnaie équilibrée lancée en l’air (2 valeurs possibles,     
« pile » ou « face »):

<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x

<latexit sha1_base64="W92XreZPSM6ciydjxHcx2bmA4zY="></latexit>

Pr(X = x) <latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x
<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="Hiacd6U7ZzVdmILxmm36bCYNpY8="></latexit>

Pr(X = 1) = Pr(X = 2) = . . . = Pr(X = 6) =
1
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<latexit sha1_base64="bfli4SA28CcpK2puOSFMCU2htq0="></latexit>

Pr(X = “pile”) = Pr(X = “face”) =
1

2



Dans un espace continu, les v.a. peuvent prendre un continuum de valeurs 

• Dans ce cas, on introduit la notion de fonction de densité de probabilité                     
(abréviation « pdf »: probability density function).                        

Une v.a. continue      a une pdf si:                    
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• On peut obtenir la pdf d’une v.a. continue en calculant la dérivée de la 
fonction de répartition de la v.a. (abréviation
« cdf »: cumulative distribution function), à savoir:

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="QYXifGJc68DDhml04eG05mATwCE="></latexit>

p(x) = pX(x)
<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="JiWh5n1sTNerkOZpIzEeV4r6tPM="></latexit>

p(x)
<latexit sha1_base64="pbDjnlCyc5UzwAzd67sa1FsYpV0="></latexit>

Pr(a  X  b) =

Z b

a
p(x)dx

<latexit sha1_base64="OouqMz6I8619kNfhVCg3094u3Zk="></latexit>

p(x) =
d

dx
P (x)

<latexit sha1_base64="KL/oev47rBET0C9kerBGQ/zpv5U="></latexit>

P (x) = PX(x) , Pr(X  x)

La cdf d’une variable aléatoire réelle est toujours croissante, continue 
à droite, avec une limite nulle en   et une limite qui vaut 1 en   <latexit sha1_base64="/zl/JsLCANsXKrahqCOI5moqLbQ="></latexit>�1 <latexit sha1_base64="qvuq91y1Ljhkvd4u7xXHy0ocSDY="></latexit>

+1
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Notions de base de théorie des probabilités
Exemple (loi exponentielle):
• Support: 
• Paramètre:             (intensité)
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<latexit sha1_base64="Kg83Ds2+nYCsfLL5j8jUv6v/jd8="></latexit>

[0, 1)
<latexit sha1_base64="m5EimbJG/lgFAQP6Aj8w6LohZao="></latexit>

� > 0

<latexit sha1_base64="CehQGDfmKieWl7bc3eE5ei2RNVI="></latexit>

� = 0.5
� = 1
� = 1.5

<latexit sha1_base64="+gb2ugc7rk6OoCiLkUl9+eP03NU="></latexit>

p(x) =

(
� e��x si x � 0

0 si x < 0

<latexit sha1_base64="C7z07PjUoHBmQZBftJU01pjGgP8="></latexit>

P (x) =

(
1� e��x si x � 0

0 si x < 0

<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x <latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x



1. Nous avons que:

à savoir, l’aire sous une pdf est 1
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Propriétés d’une pdf:

Notions de base de théorie des probabilités

2. Les pdf sont des fonctions non négatives, c'est-à-dire:

<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x

<latexit sha1_base64="bgLrZM/AS8qVSvL8s/qVqwlAfgM="></latexit>

p(
x
)

<latexit sha1_base64="2hgxlZieheqLrJ3AWWKiKISPHGI="></latexit>

p(x) � 0, 8x 2 R

<latexit sha1_base64="CJPyCSmpLOnvxY1fYcoOlPuCdYI="></latexit>Z 1

�1
p(x)dx = 1



• Espérance de la v.a.  :
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• Variance de la v.a.  : 

Notions de base de théorie des probabilités
Étant donnée un v.a.     avec une pdf , on peut définir les quantités suivantes:

Exemple:
Soit une v.a. qui suit la loi exponentielle. Alors, nous avons que:

• Moment centré d’ordre de la v.a. : 

<latexit sha1_base64="JiWh5n1sTNerkOZpIzEeV4r6tPM="></latexit>

p(x)
<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="lgrd9JyqFf/XbalasaAilawudbw="></latexit>

E[X] = µ ,
Z 1

�1
x p(x) dx

<latexit sha1_base64="L60baZ4bhyi2fYBNdWFYUOsYqIY="></latexit>

E[(X � µ)2] = var[X] ,
Z 1

�1
(x� µ)2 p(x) dx

<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="Veo5OnucxsHLes3mS6k+V7Z8zXw="></latexit>

E[X] =
1

�
, var[X] =

1

�2
, E[Xn] =

n!

�n
, n 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="EROBTXQB040CFqDJqS6dBgoFjmE="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="hX1jlZZoeCb9HkD3k37EgAPuAF8="></latexit>

E[(X � µ)n] ,
Z 1

�1
(x� µ)n p(x) dx

<latexit sha1_base64="adogtmAKd7MUdTQh1MK7mM9TP/E="></latexit>

n � 1



• Espérance de la v.a.  :
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Variables aléatoires multivariées

Cette pdf est une fonction scalaire d’une variable vectorielle et elle a la propriété:

• La pdf d’une v.a. vectorielle -dimensionnelle
est une pdf conjointe des éléments:

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="lGK3PWcaz7vWd6Di1gBHdEQiwYg="></latexit>m
<latexit sha1_base64="f8rFhZhMCL3Dk1N+0pjE9ZzYUR0="></latexit>

X = [X1, X2, . . . , Xm]T

<latexit sha1_base64="lGK3PWcaz7vWd6Di1gBHdEQiwYg="></latexit>m
<latexit sha1_base64="hadbKg/N9yGFUC2Z/Zgw6tDXCz8="></latexit>

p(x) = p(x1, x2, . . . , xm)

<latexit sha1_base64="7472urXTSiZrY+q/dNp1qbjd9w0="></latexit>Z 1

�1
p(x) dx =

Z 1

�1
· · ·

Z 1

�1
p(x1, x2, . . . , xm) dx1 dx2 · · · dxm = 1

<latexit sha1_base64="yjf+Eh3kbKVlc1iVcaQRS3wqGiI="></latexit>

E[X] = µ ,
Z 1

�1
x p(x) dx =

2

6664

E[X1]

E[X2]
...

E[Xm]

3

7775

<latexit sha1_base64="2Bu9bmLXSqQRkCh02msjtm8qE1c="></latexit>

X



• La matrice                        est symétrique (                ) et semi-définie positive (            )
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• Matrice de covariance de la v.a.  : 

Remarques:

• La matrice      contient les variances de        sur la diagonale principale et          
les covariances croisées de       et                    sur les éléments hors diagonale

Notions de base de théorie des probabilités

Exemple (Matrice de covariance           ) 

<latexit sha1_base64="2Bu9bmLXSqQRkCh02msjtm8qE1c="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="SaeFtXWtdvbL5c7TMnjHYa5AVTs="></latexit>

⌃ 2 Rm⇥m
<latexit sha1_base64="MjyWXHmcnx+PiOf8O1rYJ6CkaKI="></latexit>

⌃ = ⌃T

<latexit sha1_base64="lfX1HvuzAH/0ahZvOVtYfomJn5c="></latexit>

⌃
<latexit sha1_base64="4V1B5fzSbEcTEoxVyahFRdRltuQ="></latexit>

Xi
<latexit sha1_base64="4V1B5fzSbEcTEoxVyahFRdRltuQ="></latexit>

Xi
<latexit sha1_base64="0jSeShGHO4eqFurJ0d0vQt6Dh+Y="></latexit>

Xj , i 6= j

<latexit sha1_base64="Omz+APNgKB3UjS0UVVEG+047MyI="></latexit>

3⇥ 3

<latexit sha1_base64="mp5EyI0YZGYJADktPoycv2NaEOk=">AAAENHichVJbi9NAFJ4mXtZ429VHEQZbZRfWkrSIvggrq+CDiytudwudWCbJSTo0k4TMpO465G/tfxF8E1/9DU7aQE27lwMh5/Kd853LeFnMhLTtny3DvHHz1u2NO9bde/cfPNzcenQs0iL3YeCncZoPPSogZgkMJJMxDLMcKPdiOPGm+1X8ZAa5YGlyJM8ycDmNEhYyn0rtGm+1zjsdi3hpHIgzrn+KfGURpyUmu2/JLiYxhH KkARCxRHEqc3ZaWkQrE89TH8rR9nDs4JeY8GLs7HzrufgFviyqjV5t9HauAfZro7/jkpnIqA/K7jp9n5eErNAvazaKrBMsgRf1uWRslrmO/rK8qwmuWsQSqPu0CCTBcvE5iybStTqd8Wbb7tpzweuKUyttVMuhvjSQIPULDon0YyrEyLEz6SqaS+bHoGsXAvSkUxrBSKsJ5SBcNX9hJX6uPQEO01x/icRz7/8ZinJRPSCNrGYRq7HKeWEsEFXBBns17SQXoWh6iyzKAabNRoMZy0Td6umi1+YgMnzjKpZkhYTELzG2SALf/ZRzqtdKZiDLkeMqvWRR5FARK7W4RojbTlnqau9BryuHA+18F2cT6oFcQLIffqk+Hzmlmmu8VEwPog/jrJ5hXTnudZ1XXftLr73Xr0+0gZ6gZ2gbOeg12kMf0SEaIN94auwbn4wD89z8Zf42/yygRqvOeYwaYv79Bzm9UlY=</latexit>

⌃ =

2

64
E[(X1 � µ1)2] E[(X1 � µ1)(X2 � µ2)] E[(X1 � µ1)(X3 � µ3)]

E[(X2 � µ2)(X1 � µ1)] E[(X2 � µ2)2] E[(X3 � µ3)(X1 � µ1)]

E[(X3 � µ3)(X1 � µ1)] E[(X3 � µ3)(X2 � µ2)] E[(X3 � µ3)2]

3

75

<latexit sha1_base64="gnDrIJv9V5SQQl9CHWB2edFvGCY="></latexit>

⌃ = E[(X� µ)(X� µ)T ] = var[X] ,
Z 1

�1
(x� µ)(x� µ)T p(x)dx

<latexit sha1_base64="TFUsNHT+37aAs8A6Wwi11guhWYM="></latexit>

⌃ ⌫ 0



Notions de base de théorie des probabilités
1) La loi gaussienne (ou normale) est l'une des lois de probabilité les plus 
adaptées pour modéliser des phénomènes naturels issus de plusieurs événements 
aléatoires. Sa pdf dépend de deux paramètres, son espérance, un nombre réel 
noté    , et son écart type, un nombre réel positif, noté    : 

• Lorsque une v.a.      suit la loi 
gaussienne, il est habituel d’utiliser    
la notation suivante:

moyenne variance la loi gaussienne est appelée 
standard (ou centrée réduite)

Si              et             , 
Remarque:

12

<latexit sha1_base64="0kg+pAf/m1IbDI1lGstJwcw2DEs="></latexit>µ <latexit sha1_base64="MMhbOrTbRTTtVe1lDa+t3cc/Bls="></latexit>�

<latexit sha1_base64="MMhbOrTbRTTtVe1lDa+t3cc/Bls="></latexit>�

<latexit sha1_base64="JiWh5n1sTNerkOZpIzEeV4r6tPM="></latexit>

p(x)

<latexit sha1_base64="34gejcU/hisMWCQOFT2S6evfiqg="></latexit>

µ = E[X]
<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x

<latexit sha1_base64="EmipyZZXSCK6nq1X6nm1JcLkzzw="></latexit>

p(x) =
1

�
p
2⇡

exp

✓
� (x� µ)2

2�2

◆

<latexit sha1_base64="Mx4k9H65uButsm15Mxj60UcA+oQ="></latexit>

X ⇠ N (µ, �2)

<latexit sha1_base64="bqLKmGzm6E7F051TwrAXcqpgX3g="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="3+WeIwPWLYSwBiFx5sBoQUg3dGE="></latexit>

µ = 0
<latexit sha1_base64="YzNk6q3pGvqEVQKTv9RU72uEfeU="></latexit>

� = 1



Si la v.a.      est -dimensionnelle, la loi gaussienne multivariée
est caractérisée par la pdf :

où

: moyenne

: matrice de  
covariance 

Commande Matlab:

retourne une matrice  qui contient des valeurs        
pseudo-aléatoires tirées d’une loi gaussienne standard

Gaussienne
bivariée
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Notions de base de théorie des probabilités

On écrira alors:

<latexit sha1_base64="lGK3PWcaz7vWd6Di1gBHdEQiwYg="></latexit>m

<latexit sha1_base64="Hu+ukpGNR7KU+wrEvu54vIq540Y="></latexit>

µ 2 Rm

<latexit sha1_base64="rYwYlOfzPufj3ESLLdg2CuT2cG0="></latexit>

⌃ 2 Rm⇥m

<latexit sha1_base64="4m6IHUC2jcJ8m/Bl1tr++hvjXF8="></latexit>

X ⇠ N (µ, ⌃)

<latexit sha1_base64="Uh5Y8xxMaGK/WtS5Z75C1NRQ7Qg="></latexit>

p(x) =
1p

(2⇡)m det(⌃)
exp

✓
�1

2
(x� µ)T ⌃�1(x� µ)

◆

<latexit sha1_base64="V64nDov/34yW6Yq9XH0C3YIz/sI="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="bXNv1orL1RSvaD2XEXG3SSyfrhY="></latexit>x2

<latexit sha1_base64="7F2e0emgtjEHKrJbAu0cSTpMShY="></latexit>

randn(m, n)
<latexit sha1_base64="qwwNCxvc390tqAhRaIhjS2coGVE="></latexit>m⇥ n

<latexit sha1_base64="4heHPyDJXs+swzN5jPHENnNkj74="></latexit>

X



2) Loi uniforme 

La densité de probabilité de la loi uniforme
est une function porte sur l'intervalle :

Commande Matlab:

Si      est une v.a. uniforme, on écrit

3) Distribution de Dirac

avec la contrainte:

14

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="Qy3dUj6RUpVQzR742l9ihA35sb8="></latexit>

[a, b]

<latexit sha1_base64="bgLrZM/AS8qVSvL8s/qVqwlAfgM="></latexit>

p(x)
<latexit sha1_base64="r3eTfH+GuPoLs85LYb/mqPFG1oY="></latexit>

1

b� a

<latexit sha1_base64="1IcHie9GHEcnjiSV36KikaUfb+0="></latexit>a
<latexit sha1_base64="xSzgm5EBmZKwmPHZpeKRpGl/5+I="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x

<latexit sha1_base64="Tb/n/JgogXgVineBfX+uL8f+dmU="></latexit>x

<latexit sha1_base64="3/re66c9H8svgD+VKdyDjJQkppg="></latexit>

p(x) =

8
<

:

1

b� a
pour x 2 [a, b]

0 sinon

<latexit sha1_base64="bKPDrJGx0X6Q8xuzAZ8Dtc5/F+I=">AAADD3icbVFdixMxFM2MX+v41dVHQbK2asWlzFRFQRZW9MEXcYXt7kJTSiZzpw3NfJhkamvIj9A/45v46k/wn/hopp0Hu/VCyOHce09uzo1LwZUOw9+ef+HipctXdq4G167fuHmrtXv7RBWVZDBghSjkWUwVCJ7DQHMt4KyUQLNYwGk8e1PnT+cgFS/yY70sYZTRSc5Tzqh21Lj1rdMJSAJC0+7iMSb7B2QfEwGpJiYgMUx4bq iUdGmNEDYge2TvCeF5qpf4ISYaFtoobskrvMAHOCRzVVIGJuz1n7LMErJqCLdKSQ6fcBgQyJNGPSCST6a6h4NOZ9xqh71wFXgbRA1ooyaOxrsekKRgVQa5ZoIqNYzCUo+ctOZMgBOvFLjBZnQCQwdzmoEamZV5Fj9wTILTQrqTa7xi/+0wNFNqmcWuMqN6qs7navK/uUTVghuvm7pKqlRtslU5kQCzzUGTOS9VM+piPevmR3T6cmR4XlYacmYxDpytn1mRZdTZSuag7TAaGWeyqiTUDxtD6itOcTuy1qm9BWeXhPeOfC3KKY1Br0vKL8yaD8eRNSuUWcPdR9xiovNr2AYn/V70vBd+7LcPnzUr2kF30X3URRF6gQ7RO3SEBoihP94975HX9b/63/0f/s91qe81PXfQRvi//gL7pvg9</latexit>

�(x) =

(
+1 si x = 0

0 si x 6= 0

<latexit sha1_base64="vZg+DEJKJvMVdBfHYSwHtd356pQ="></latexit>Z 1

�1
�(x)dx = 1

<latexit sha1_base64="jhZudeWdOX+SBqbLBi3P8w1/9oA="></latexit>

rand(m, n)

<latexit sha1_base64="GTtsZpEuNJkq8WtBzephptl1Uw0="></latexit>

X ⇠ U(a, b)

<latexit sha1_base64="6vwgCVPBJT0V45UhMGxY328lJ6o="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="pFbDqHvPj4yNekU56jq7xv75T/U="></latexit>

X



Pdf unimodale: un seul mode ou « un seul maximum »

Exemples: loi gaussienne, de Laplace, de Cauchy, de Student, exponentielle, du       
(chi carré)

Pdf multimodale: « plusieurs maxima »

Exemple: mélange de 2 gaussiennes,

Pdf unimodale Pdf bimodale

15

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="babipvVC0K0ilAqRifIUx7dCgWg="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="YXAyw8SMQpsjcjReV4XyQ8TRjjY="></latexit>

↵N (µ1, �
2
1) + (1� ↵)N (µ2, �

2
2), ↵ 2 [0, 1]



Densité de probabilité conjointe
La pdf conjointe de deux variables aléatoires X et Y est donnée par

Elle décrit la probabilité que la v.a. X prend la valeur et que Y prend la valeur 

Si les v.a. X et Y sont indépendantes, nous avons que:

Densité de probabilité conditionnelle
La densité de probabilité conditionnelle décrit la probabilité que la v.a. X
prend la valeur sous la condition que sûrement la v.a. Y prend la valeur .

La densité de probabilité conditionnelle est indiquée . Si                          
elle est définie comme suit:

16

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="R5CgGbHOaoNOPYDq9S+/W9FxV+s="></latexit>

p(x, y)

<latexit sha1_base64="hMD8QVvjbE97g/GJLemy/Qn84wQ="></latexit>x <latexit sha1_base64="XmOKh1TAQPZ4sean54QqaK7I1TQ="></latexit>y

<latexit sha1_base64="m00FeFePULn0o2eY0uoeJ3g+2Qo="></latexit>

p(x, y) = p(x) p(y)

<latexit sha1_base64="hMD8QVvjbE97g/GJLemy/Qn84wQ="></latexit>x <latexit sha1_base64="XmOKh1TAQPZ4sean54QqaK7I1TQ="></latexit>y

<latexit sha1_base64="rY/Nm/3n76FWOgGbWLAR5MBoh0o="></latexit>

p(x | y)
<latexit sha1_base64="JDOQAqAhCJVE1MsPJnF08oF972k="></latexit>

p(y) > 0

<latexit sha1_base64="GMQbmdmHVbkQPd5e/R56AT1FeoE="></latexit>

p(x | y) =
p(x, y)

p(y)



Si les v.a. X et Y sont indépendantes:

à savoir, la connaissance de Y n’apporte aucune information 
utile sur la valeur de X

Théorème des probabilités totales
Le théorème des probabilités totales tire son origine des axiomes de théorie
des probabilités, et il établit que: 

17

On dit alors que la v.a. Y a été marginalisée

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="8JXxbVeNdjPuV7NnUR854X1oynI="></latexit>

p(x | y) =
p(x)HHHp(y)

H
HHp(y)

= p(x)

<latexit sha1_base64="40MEdmcFDjPEVFLvQbHEZ3vRQ8Q="></latexit>

p(x) =

Z 1

�1
p(x | y) p(y) dy



Le théorème de Bayes met en relation la densité de probabilité 
conditionnelle avec son inverse                 

Sous l’hypothèse que                 , on peut écrire le théorème 
de Bayes comme suit: 

Théorème de Bayes 
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T. Bayes (1701-1761)

Remarque: La version originale du théorème était pour des probabilités     
(v.a. discrètes). La version énoncée ci-dessus est pour des fonctions de densité 
de probabilité (pdf)

Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="aQ51vGe3KgcB72b5DgfxTYGZgWI="></latexit>

p(x | y) =
p(y |x) p(x)

p(y)

<latexit sha1_base64="OaKE/abakr0D50ZZWJqYstz9D/g="></latexit>

p(x | y)
<latexit sha1_base64="Kg61ibzTb4OScac78dxeq0ka4RM="></latexit>

p(y |x)

<latexit sha1_base64="R49BHRF9vjR4OMN5lgY9/mS6W64="></latexit>

p(y) > 0



et la fonction des deux v.a. suivante:

Soient deux v.a. multivariées indépendantes et gaussiennes:

Fonction de v.a. gaussiennes multivariées

Problème: Quelle est la moyenne et la matrice de covariance de la v.a.     ? 

• Si la fonction est linéare, c’est-à-dire                                                    (           matrices 
constantes connues), la v.a. est aussi gaussienne, et (comme simple conséquence 
du théorème des probabilités totales) nous avons que: 
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Notions de base de théorie des probabilités

<latexit sha1_base64="GssODz02IPhiA/K0bCu+evQqaxY="></latexit>

X1 ⇠ N (µ1, ⌃1), X2 ⇠ N (µ2, ⌃2)

<latexit sha1_base64="151qa68VNFiDpLY+aqt2xUX27I0="></latexit>

Y = f(X1, X2)
<latexit sha1_base64="Z7YZA+MXU0VlDW6GKo+8VmETn2c="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="1qlFuOWGuBGYuX4HXWCmULvEISw="></latexit>

f(X1, X2) = AX1 +BX2
<latexit sha1_base64="2Um7s7BV1il5OJu2FrvTpzGvMTs="></latexit>

A, B
<latexit sha1_base64="Z7YZA+MXU0VlDW6GKo+8VmETn2c="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="QWnOi27IqmZ4KwOQsgp1SnBWp64="></latexit>

Y ⇠ N (Aµ1 + Bµ2, A⌃1A
T + B⌃2B

T )



Cependant, on peut considérer une approximation au 1er ordre de            
au point                :

• Si                      est non linéare,      n’est pas gaussienne, en général !               

où

et

La moyenne et la matrice de covariance de      sont alors:

(matrices jacobiennes de    
évaluées en )
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Notions de base de théorie des probabilités
<latexit sha1_base64="BoDmgGeb5OPVlZ1/DNmt8k9tgf0="></latexit>

f(X1, X2)
<latexit sha1_base64="/jxGxA7J2KhovlpNyJEI5aQ8RSs="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="BoDmgGeb5OPVlZ1/DNmt8k9tgf0="></latexit>

f(X1, X2)
<latexit sha1_base64="/qKn3x83nxhq7z1JR7juNM18o3w="></latexit>

(µ1, µ2)

<latexit sha1_base64="6V/3JrRKbSsqmoEmA4GUMvnyizA="></latexit>

Y ' f(µ1, µ2) + Fx1(X1 � µ1) + Fx2(X2 � µ2)

<latexit sha1_base64="c11VpXFFWhGCVEQEQZ5imq51g54="></latexit>

Fx1 =
@ f

@ x1

����
µ1,µ2

<latexit sha1_base64="pzSrPEB5uoylfVqnNPZCKCeX1ZA="></latexit>

Fx2 =
@ f

@ x2

����
µ1,µ2

<latexit sha1_base64="ZuYp0N+nA4vPviefhz1tSCf2ee4="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="Z7YZA+MXU0VlDW6GKo+8VmETn2c="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="JdMEMDZaIMOWB3wIEvSp4uMKC+E="></latexit>

E[Y] ' f(µ1, µ2)
<latexit sha1_base64="wm8QzxeiqaTfW45bhUmbgg4BrGo="></latexit>

⌃Y = E[(Y � E[Y])(Y � E[Y])T ] ' Fx1⌃1 F
T
x1

+ Fx2⌃2 F
T
x2

<latexit sha1_base64="Er24CGIw3EwDi/1aMmVJaN5/a08="></latexit>µ1, µ2
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Définition:
On définit un processus stochastique comme une famille de variables aléatoires

, associées à toutes les valeurs . L'ensemble des observations 
disponibles constitue une réalisation du processus

• Si l'ensemble est indénombrable, on parle
de processus continu (par ex. le mouvement 
brownien d'une particule)

• Si l'ensemble est dénombrable, on parle
de processus discret ou de série temporelle

Notions de base de théorie des probabilités

Mouvement
brownien

<latexit sha1_base64="pWVExZZGgl4f6KQTBEswik40y2Y="></latexit>

X(t)
<latexit sha1_base64="By3KL5FjzwGjzs7wVa2R9Svkxig="></latexit>

t 2 T
<latexit sha1_base64="O32wOdnPhpYOTMS3a1wE3uCR3kI="></latexit>

x(t)

<latexit sha1_base64="YykT9rb3jJ2drb+WrFl/vERCMQk="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="YykT9rb3jJ2drb+WrFl/vERCMQk="></latexit>

T

<latexit sha1_base64="xv+FE+KYTR5kllGn4QT7rJ3eV3Y="></latexit>

t = 0

<latexit sha1_base64="Nb7jOPMfVx6lI7eUkT1QlvYhD9w="></latexit>x

<latexit sha1_base64="RsXhpX69bzWqRNz38i/R8zVtt/A="></latexit>y

Un processus stochastique (ou aléatoire) représente 
une évolution, discrète ou à temps continu, d'une 
variable aléatoire

En d'autres termes, il est une v.a. indexée dans le temps
v.a.

<latexit sha1_base64="+wn4Rn9EyxvdQdawHPk6G5Bx18A="></latexit>

tk

<latexit sha1_base64="DHKABsZTZGfXf4UpfgJ1TPIQTvY="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="iXLGzrCphL5qNqYMUrGa7WU9WPk="></latexit>. . .

Remarque:
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Un processus stochastique est dit stationnaire si l’ensemble des statistiques        
ne varie pas dans le temps (ou plus précisément, si ses propriétés statistiques 
caractérisées par des espérances mathématiques sont indépendantes du temps)

Notions de base de théorie des probabilités
Définition:

Temps

<latexit sha1_base64="1UpxrLb71ZkZZt7peBqXT4jrcqc="></latexit>

t1

<latexit sha1_base64="zlmw1qjM44gSo07Cxlx/F0XdPeI="></latexit>

t

• Un processus stochastique est un ensemble   de 
fonctions ordinaires   , chacune d'elles étant une 
réalisation du processus. On peut caractériser ce 
processus en lui associant à chaque instant      une 
densité de probabilité 

• À la densité de probabilité   , on peut 
associer à son tour les moments appelés moyennes 
d'ensemble:

Si ces moyennes d'ensemble, et par conséquent la densité de probabilité, 
ne dépendent pas de l'instant   , on parle de processus stationnaire

<latexit sha1_base64="pWVExZZGgl4f6KQTBEswik40y2Y="></latexit>

X(t)
<latexit sha1_base64="0mitPMllGAfrbqvOyBjAUR0UFvk="></latexit>

x(t)

<latexit sha1_base64="V6VqT4yccAowTgAu45Zs6JSnaJw="></latexit>

pX(x, t0)

<latexit sha1_base64="MNkGxNBxiChzKgbOcJX2pEvzIOc="></latexit>

t0
<latexit sha1_base64="V6VqT4yccAowTgAu45Zs6JSnaJw="></latexit>

pX(x, t0)

<latexit sha1_base64="MNkGxNBxiChzKgbOcJX2pEvzIOc="></latexit>

t0

<latexit sha1_base64="1nJ184vdqBp7Wlf4RXgyjhSenhs="></latexit>

E[Xn(t0)] =

Z 1

�1
xn pX(x, t0) dx

<latexit sha1_base64="zlmw1qjM44gSo07Cxlx/F0XdPeI="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="zlmw1qjM44gSo07Cxlx/F0XdPeI="></latexit>

t

<latexit sha1_base64="zlmw1qjM44gSo07Cxlx/F0XdPeI="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="wRnBtoDeWpZm+dMuOe+rhajriuo="></latexit>

t0



Partie 3 : Localisation par filtre de Kalman
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• Notions de base de théorie des probabilités

• Généralités sur le filtre de Kalman

• Classification des problèmes de localisation

• Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Localisation incrémentielle avec le filtre de Kalman



Le filtre de Kalman

• Le filtre de Kalman est couramment utilisé en automatique, 
robotique et traitement du signal, mais aussi en finance, 
météorologie, océanographie, sciences des transports, etc.

24

R.E. Kalman
(1930 - 2016)

• Une grande variété d’estimateurs inspirés par le filtre de     
Kalman a été développée à partir de la formulation originale
pour les systèmes linéaires à temps discret (Kalman, 1960):

• Filtre de Kalman à temps continu (Kalman & Bucy, 1968)

• Filtre de Kalman étendu, « extended Kalman filter » ou EKF 
(Schmidt, 1966)

• Filtre de Kalman non parfumé, « unscented Kalman filter»  
ou UKF (Julier & Uhlmann, 2004)



Filtre de Kalman linéaire
• Soit le système dynamique linéaire à temps discret,                          :
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• Le bruit de modèle et le bruit de mesure sont supposés blancs 
(sans mémoire), à moyenne zéro, et gaussiens avec matrices de 
covariance        et , respectivement. Les bruits de modèle et de 
mesure sont aussi supposés non corrélés. En résumé, nous avons:

Entrée de commande (connue)

Équation  
d’état

Équation 
de mesure

<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}
<latexit sha1_base64="koUaTaInsI3IchiZuqhUzPLhsCE="></latexit>

xk = Ak�1xk�1 + Bk�1uk�1 + wk�1

<latexit sha1_base64="ifecjHUjc6MfXj3w8osEV4g9X8Q="></latexit>

zk = Hk xk + rk

<latexit sha1_base64="8px93oMi9eUGyRsl4sAjZAesSo8="></latexit>wk�1
<latexit sha1_base64="9R7nRCxl12JDJRsq0rNTIRSt6mc="></latexit>rk

<latexit sha1_base64="NiagVfd0aIX1UWjxZDtuqUkV8yc="></latexit>

Qk
<latexit sha1_base64="jmCh0zQgmiRZZrqjI1ZaekJTC1o="></latexit>

Rk

<latexit sha1_base64="EDMVLNnOgzxv0ZZ+k6+roHf4dq4="></latexit>

E[wk] = 0
<latexit sha1_base64="pM2BcMcoR4kOEN71sw13TgLQINw="></latexit>

E[rk] = 0
<latexit sha1_base64="NA/gldY6FaIreRCR71GpC4wdU18="></latexit>

E[rk rTj ] = 0, j 6= k
<latexit sha1_base64="YZB4Y5Ej85CzYxPo7QyYHByl6pg="></latexit>

E[rk rTk ] = Rk

<latexit sha1_base64="W+ShVscq7fr/krgIgvevMAUEi2I="></latexit>

E[wkw
T
k ] = Qk

<latexit sha1_base64="IASwUJ+sezeP9vpkYbj2rj+XFE4="></latexit>

E[wkw
T
j ] = 0, j 6= k

<latexit sha1_base64="GtUh9EjqLyB5+JyVyiKhahU43HA="></latexit>

E[rk wT
j ] = 0, 8 j, k



• Le filtre de Kalman linéaire à temps discret est un estimateur récursif
▫ Pour estimer l'état courant , on a besoin seulement de connaître     

l'estimé de l'état précédent et les mesures courantes: l'historique
des mesures et des estimés n'est pas nécessaire

• L' « état » du filtre est représenté par deux variables:
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:  estimé de l'état du système        à l'instant , en utilisant
l’information jusqu’à l’instant

:  matrice de covariance de l'erreur
d’estimation de l’état à l'instant ,
en utilisant l’information jusqu’à
l’instant

Erreur d'estimation
de l’état du système

1.

2.

Filtre de Kalman linéaire

<latexit sha1_base64="MAGSKcWoHe6GKqxKyLTkYw6wPpM="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="pET5Ix8WXKl/fkv9j/WhVQbRVvs="></latexit>

bxk|k
<latexit sha1_base64="FSVVsfuI83Q9mjilv22Grmmdcbo="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="FSVVsfuI83Q9mjilv22Grmmdcbo="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="qzXuqsbuI2Hw2ex+gy1VtR3Alj0="></latexit>

exk|k

<latexit sha1_base64="hbx3yWagok8BgV4m2UkVYjRO0IY="></latexit>

Pk|k = E[(xk � bxk|k)(xk � bxk|k)
T ]



Initialisation du filtre:
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Phase de prédiction:

Pour                           : 

où est l’état initial du système

Filtre de Kalman linéaire

<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="E7thHFwWTSYFU8qWCp9VCJ7CizE="></latexit>

x0 2 Rn

<latexit sha1_base64="wbH2ulMx2EzmDljSvoxMkOfKJ7o="></latexit>

P0|0 = E[(x0 � bx0|0)(x0 � bx0|0)
T ] 2 Rn⇥n

<latexit sha1_base64="tm40A7wUy2ITHlgTVGa3Nko1wII="></latexit>

Pk|k�1 = Ak�1Pk�1|k�1A
T
k�1 + Qk�1

<latexit sha1_base64="Uc1j512DuZH2tTgdAee2/sDDgXk="></latexit>

bxk|k�1 = Ak�1bxk�1|k�1 + Bk�1uk�1

<latexit sha1_base64="o3yl09X8Ecl1xISivIj2H0tfMN8="></latexit>

bx0|0 = E[x0]
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Phase de correction:

: matrice d'estimation a posteriori de la covariance de l'erreur

avec
Gain de Kalman
(Remarque: ce gain peut 
être calculé hors ligne)

Innovation

: matrice d'estimation a priori de la covariance de l'erreur

L’innovation est la partie de la mesure qui contient de 
nouvelles informations sur l'état. L’innovation (ou résidu de la mesure) est un 
processus stochastique blanc avec moyenne zéro et covariance

Filtre de Kalman linéaire

<latexit sha1_base64="ys+mYH+N0Wnx7XjLqECpSPr80nw="></latexit>

bxk|k = bxk|k�1 + Kk(zk � Hk bxk|k�1)

<latexit sha1_base64="DXuIjWJx4SUtZrxOlKxBKVwqi3Q="></latexit>

Pk|k = (P�1
k|k�1 +H

T
k R

�1
k Hk)

�1 = (In �Kk Hk)Pk|k�1

<latexit sha1_base64="kW/BX1OSsVK4yZKB77t67eh53z0="></latexit>vk

<latexit sha1_base64="NrLVHqp8ksN9jcsQJwmb+lyY/ik="></latexit>

Kk = Pk|k�1 H
T
k (Hk Pk|k�1H

T
k + Rk)

�1

<latexit sha1_base64="sJVmC+GvaVk7ILHxtG1qY32GXX4="></latexit>

Pk|k�1
<latexit sha1_base64="3IqFy6D8NW7wZvDJ6bXVoyZmZG8="></latexit>

Pk|k

<latexit sha1_base64="68M8hrYZ7SyXooD58aM5hEg2/zY="></latexit>

Hk Pk|k�1H
T
k + Rk

<latexit sha1_base64="mJw3IWtK1uF6KZD8o5vy/4eKGa0="></latexit>

vk = zk �Hk bxk|k�1



Propriétés du filtre de Kalman
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où est une matrice de pondération définie positive.

« Problème E » 
Trouver l'estimateur qui minimise (à chaque instant de temps ) l’espérance 
de la norme pondérée de l'erreur d'estimation                           , à savoir:

• Si le bruit de modèle et de mesure sont gaussiens, blancs, à moyenne zéro,                      
et non corrélés, le filtre de Kalman est la solution du Problème E 

• Si le bruit de modèle et de mesure sont blancs, à moyenne zéro et non corrélés, 
le filtre de Kalman est la meilleure solution linéaire du Problème E 

• Il peut exister un estimateur non linéaire qui donne une meilleure 
solution, mais le filtre de Kalman est le meilleur estimateur linéaire 
• Même si le bruit n'est pas gaussien, le filtre de Kalman reste toujours                      
le filtre optimal linéaire (l’estimateur linéaire à erreur quadratique
moyenne minimale ou linear MMSE estimator, en anglais)

<latexit sha1_base64="q8hGhzrzpZv8cMKSE+CR9X/F/XE="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="2TTjtqXwbBdTB4dX00VNncKipjc="></latexit>

exk = xk � bxk
<latexit sha1_base64="DD1W4hVSEmAZtZhuUmcWWCyRpz4="></latexit>

min
bxk

E
⇥
exT
k Sk exk

⇤

<latexit sha1_base64="VVyZQOPwQiSTt67mK9g195J1NPg="></latexit>

Sk
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• Si le bruit de modèle et de mesure sont corrélés                                                           
ou colorés (c’est-à-dire, avec mémoire), on peut adapter la formulation 
du filtre de Kalman linéaire pour résoudre le Problème E 

• Pour les systèmes dynamiques non linéaires, plusieurs formulations         
de filtres de Kalman non linéaires se rapprochent de la solution du Problème E                
(par ex. l’EKF et l’UKF) 

Problème: toute forme d'optimalité est perdue !

Propriétés du filtre de Kalman

Exemples de densité spectrale de puissance d’un bruit

Fréquence f (Hz) Fréquence f (Hz) Fréquence f (Hz)

In
te

ns
ité

(d
B)

In
te

ns
ité

(d
B)

(a) Bruit blanc (b) Bruit rose

La densité de puissance diminue
de 3 dB par octave (comme 1/f)

La densité de puissance 
diminue de 6 dB par 
octave (comme 1/f2)

Spectre uniforme (plat) 

In
te

ns
ité

(d
B)

<latexit sha1_base64="/VULURgEUtNQadhDm69P3s2ylJQ="></latexit>

(9 j, k : E[rkwT
j ] 6= 0)

(c) Bruit rouge ou brownien



Partie 3 : Localisation par filtre de Kalman
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• Notions de base de théorie des probabilités

• Généralités sur le filtre de Kalman

• Classification des problèmes de localisation

• Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Localisation incrémentielle avec le filtre de Kalman



Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Soit le système dynamique non linéaire à temps discret,                           :

32

• Comme pour le filtre de Kalman linéaire: 

Le bruit de modèle et le bruit de mesure sont supposés     
blancs (sans mémoire), à moyenne zéro, et gaussiens avec matrices      
de covariance        et       , respectivement. Les bruits de modèle et              
de mesure sont aussi supposés non corrélés

Entrée de commande (connue)

Équation 
d’état

Équation 
de mesure

où              et           sont deux fonctions différentiables arbitraires

<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}
<latexit sha1_base64="mDist5wnpIKgnAgXMZ71APg9qHA="></latexit>

xk = f(xk�1, uk�1) + wk�1

<latexit sha1_base64="nsUQbQVwS5Ddm6LSkTs2exQqmo8="></latexit>

zk = h(xk) + rk

<latexit sha1_base64="yQ7HgmezrveJRpqLQegQM42kmYM="></latexit>

h( · )
<latexit sha1_base64="LeAhQQvVJoo8KpxG84YlNwOxPh4="></latexit>

f( ·, · )

<latexit sha1_base64="8px93oMi9eUGyRsl4sAjZAesSo8="></latexit>wk�1
<latexit sha1_base64="9R7nRCxl12JDJRsq0rNTIRSt6mc="></latexit>rk

<latexit sha1_base64="NiagVfd0aIX1UWjxZDtuqUkV8yc="></latexit>

Qk
<latexit sha1_base64="jmCh0zQgmiRZZrqjI1ZaekJTC1o="></latexit>

Rk



Initialisation du filtre:
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Phase de prédiction:

Pour                           : 

où est l’état initial du système

Filtre de Kalman étendu (EKF)

où • Matrice jacobienne de la fonction

• On a considéré ici le développement
en série de Taylor à l’ordre 1 de 
en 

<latexit sha1_base64="E7thHFwWTSYFU8qWCp9VCJ7CizE="></latexit>

x0 2 Rn

<latexit sha1_base64="JkADoaQRTa37w4gd8AH5HnRtv50="></latexit>

P0|0 = E[(x0 � bx0|0)(x0 � bx0|0)
T ]

<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="o3yl09X8Ecl1xISivIj2H0tfMN8="></latexit>

bx0|0 = E[x0]

<latexit sha1_base64="ySiidtxUUYfsD/ny9xWbAKwXMU4="></latexit>

bxk|k�1 = f(bxk�1|k�1, uk�1)
<latexit sha1_base64="/SMAW8UHAAHweng4ju4sAzgTem4="></latexit>
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Phase de correction:

avec

Gain de Kalman

Filtre de Kalman étendu (EKF)

et

• Matrice jacobienne de la fonction

• On a considéré ici le développement en 
série de Taylor à l’ordre 1 de en 
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Filtre de Kalman non parfumé (UKF)

• L’UKF est plus précis que l’EKF avec des systèmes fortement non linéaires

• L’UKF utilise une technique d’échantillonnage déterministe (la transformation  
non parfumée) pour choisir un nombre minimal de points échantillons (points
« sigma ») autour de la moyenne. Ces points sont propagés à travers les 
équations non linéaires du système dont on récupère la moyenne et la covariance

• L’UKF n’a pas besoin du calcul explicite des matrices jacobiennes comme l’EKF

• “Optimal State Estimation: Kalman, H∞ , and Nonlinear Approaches”, D. Simon, 
John Wiley & Sons, 2006, Partie II et IV

Pour d'autres propriétés et d’autres variantes du filtre de Kalman (filtre d'information, 
filtre H∞, filtre adaptative, problèmes de prédiction et de smoothing), voir les livres:

• “Optimal Control and Estimation”, R.F. Stengel, Dover Public. Inc., 1994, Ch. 4



Partie 3 : Localisation par filtre de Kalman
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• Notions de base de théorie des probabilités

• Généralités sur le filtre de Kalman

• Classification des problèmes de localisation

• Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Localisation incrémentielle avec le filtre de Kalman



Classification des problèmes de localisation

1 – Problème de localisation incrémentielle
• On assume que la pose initiale du robot soit connue
et que l’incertitude associée soit “petite” 

• La pose courante du robot, , est mise à jour en utilisant
la connaissance de la pose précédente (“suivi ou tracking de pose”) 

• La croyance sur l’état du robot est typiquement modelisée avec          
une pdf unimodale, comme par ex. une pdf gaussienne

• Dans toute localisation probabiliste basée carte, la « croyance » sur l’état
du robot (belief state, en anglais) est représentée par une pdf

37
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p(0)

2 – Problème de localisation globale
• On assume que la pose initiale du robot ne soit pas connue. Ça veut dire      
que le robot peut être placé partout dans l’environnement et il doit se localiser
• La croyance initiale sur l’état du robot est typiquement une pdf uniforme

3 – Problème du robot kidnappé
• Le robot est kidnappé et déplacé en un autre endroit
• Ce problème est similaire au problème de localisation globale seulement
si le robot se rend compte d’être été kidnappé
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Classification des problèmes de localisation

<latexit sha1_base64="6r6SXkHITYsscC9UNlcpsQ7xj5g="></latexit>
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p(t� 1)



Localisation de Markov (resolution des problèmes 1, 2 et 3) 
• La croyance sur l’état du robot peut être représentée par une pdf arbitraire
• Localisation à partir de toute position initiale inconnue
• Approche récursive: phase de prédiction et de correction 
• On peut sortir de situations ambiguës (en effet, plusieurs positions                               
possibles du robot sont “suivies” en même temps)

• Pour mettre à jour la probabilité de toutes les positions dans tout l’espace
des états à chaque instant, on a besoin d’une représentation discrète de l’espace
(par ex. une grille avec cellules de taille fixe ou un graphe topologique) 
• Puissance de calcul et mémoire requise importantes (par consequent,                      
la résolution et la taille de la carte sont limitées)
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Réduction de la complexité de calcul par échantillonnage aléatoire 
(random sampling, en anglais):

• La croyance sur l’état est approchée (on répresente
que un sous-ensemble des positions possibles du robot)

• Algorithmes de condensation ou Monte Carlo



Localisation par filtre de Kalman (resolution du problème 1)
• La position initiale du robot est connue
• La croyance sur l’état du robot est représentée par une seule pdf gaussienne.     
Il donc suffit de mettre à jour à chaque itération les paramètres de la gaussienne 
(c’est-à-dire, la moyenne et la matrice de covariance)
• Localisation precise et efficace
• Utilisable avec une représentation continue de l’environnement

• Si l’incertitude sur la position du robot devient trop importante (par ex. suite     
à la collision avec un obstacle) et la pdf n’est plus vraiment unimodale, le filtre
de Kalman peut n’être pas capable de capturer la multitude de positions possibles
du robot et il peut échouer (par conséquent, le robot sera perdu à jamais)  

40

Remarque: 
On peut montrer que la localisation de Markov se réduit à la localisation
par filtre de Kalman si on représente la croyance sur l’état du robot avec 
une pdf gaussienne



Partie 3 : Localisation par filtre de Kalman
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• Notions de base de théorie des probabilités

• Généralités sur le filtre de Kalman

• Classification des problèmes de localisation

• Filtre de Kalman étendu (EKF)

• Localisation incrémentielle avec le filtre de Kalman



Localisation incrémentielle

• Hypothèse: position initiale connue précisément

• Le robot mobile se déplace: l’odométrie permet de mesurer     
son mouvement

� Perception proprioceptive: croissance permanente                
de l’incertitude de localisation

� Pour borner cette incertitude:
1. Localisation par rapport à une carte (« M »)
2. Observation de l’environnement (perception 

extéroceptive)
▫ Laser, capteur à ultrasons, caméra, etc.

42



• Localisation consistante =

odométrie + observations extéroceptives

• Comment les combiner ?

Deux étapes :

1. Prédiction

2. Correction

43

Localisation incrémentielle



1. La prédiction
▫ Pose estimée par les capteurs 

proprioceptifs
▫ Dans notre cas:

� Les encodeurs des roues
(odométrie)

▫ L’incertitude sur la
position du robot
croît strictement au
cours du temps
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Localisation incrémentielle

<latexit sha1_base64="uOERIjK4GGMx8hrhdnm5umWTtOc="></latexit>
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2. La correction
▫ Utilisation des mesures ou perceptions 

extéroceptives
▫ On corrige la pose estimée par la prédiction
▫ L’incertitude se réduit
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Exemple:
• Télémètre laser pour mesurer la distance d’un mur
• Correction suivant la position estimée                        

dans la phase de prédiction

Localisation incrémentielle



Localisation par filtre de Kalman (KF)

• Localisation robuste
▫ Fusion de capteurs hétérogènes                             

(« filtre de fusion de capteurs »)

• Localisation « optimale »
▫ Procédure récursive adaptée au problème                    

de localisation incrémentielle
▫ Exploitation maximale de l’information disponible
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• Si on utilise le KF standard:
▫ Le système est supposé:

� Linéaire
▫ Les bruits sont supposés: 

� Blancs, gaussiens, à moyenne zéro, non corrélés

... mais pour des robots mobiles
▫ Equations d’état et/ou de mesure non linéaires:                           

une linéarisation est nécessaire: filtre de Kalman
étendu (EKF) !
� Toute garantie d’optimalité est perdue …
▫ Hypothèse de bruit gaussien: elle rend les calculs 

plus faciles, mais elle n’est pas nécessairement                        
une description fidèle de la réalité !

47

Localisation par filtre de Kalman (KF)
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Illustration graphique (1D)

1. Phase de prédiction

2. Phase de correction

Erreur due à l'odométrie

On utilise un télémètre laser pour 
mesurer la distance du mur

Croyance 
initiale 

du robot
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Croyance initiale sur    
la position du robot

Mouvement et prédiction:
gaussienne décalée,
aplatie et élargie
(application du théorème
des probabilités totales)

Pdf (gaussienne) 
après la mesure 

Fusion des gaussiennes

Pdf gaussienne

Application 
du théorème

de Bayes

Remarque: la variance de la croyance résultante est à la fois plus petite que la variance 
de la pdf après la mesure (ou observation) et de la précédente croyance du robot

= « map » (modèle  
de l’environnement)

correction
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Localisation par EKF
• On peut poser le problème de localisation comme               

un problème de fusion de capteurs
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encodeurs prédiction de position, 
prédiction d’observation

observations réelles
(capteurs extérocep.)

appariement

mise à jour de 
position 

(estimation)

observations prédites

perception

données brutes des capteurs
ou primitives extraites

OK

prédictions 
appariées avec
les observations
réelles

estimé de position

1. Prédiction 
2. Correction

Deux phases:

base de données



1. Prédiction (cf. Ch. 1, partie 2)
2. Correction

a. Observation
� Mesures des capteurs
� Extraction de primitives (par ex. droites, cercles, blobs)

b. Prédiction de mesure (ou d’observation)
� Détermination des primitives que le robot s’attend                   

à observer à partir de la position où il croit se trouver      
(c’est-à-dire, la position prédite en phase 1)
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Localisation par EKF



c.  Appariement (data association)
� Calcul de la meilleure correspondance possible entre:

§ Les primitives extraites de l’observation
§ Les primitives trouvées par la prédiction de mesure

d.  Estimation
� Fusion de l’information apportée par ces appariements
� Mise à jour de la croyance sur l’état du robot

52

Localisation par EKF



Changement de notation
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Phase de prédiction de l’EKF:

Phase de correction de l’EKF:

Par la suite, on utilisera la notation simplifiée du livre de Siegwart (Sect. 5.6.8):

:  pour indiquer le temps discret

Prédiction: Correction:
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Distance de Mahalanobis
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La distance de Mahalanobis d’un vecteur               vers un ensemble 
de vecteurs de valeur moyenne               et possédant une matrice          
de covariance      (définie positive), est définie comme suit:

Définition :

Si               (la matrice identité ) la distance de Mahalanobis 
est simplement la distance euclidienne de     vers    , en effet:

Remarque :
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1. Prédiction
• La pose prédite      dépend de         et      (commande)

▫ : fonction d’estimation odométrique de position

• On peut calculer la prédiction de covariance      :

▫ : covariance de l’état précédent du robot
▫ : covariance du bruit du modèle de mouvement
▫ : matrices jacobiennes de    (calculées par rapport     

à l’état estimé et à la commande courants)       
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(rappel                                      
Ch. 1, partie 2)
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1. Prédiction

• Les deux équations précédentes permettent
▫ De prédire la pose du robot
▫ De prédire son incertitude après un mouvement      

du robot spécifié par la commande

• Rappel
▫ La croyance sur l’état est gaussienne
▫ Mise à jour de la moyenne et de la covariance             

de la pdf uniquement
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a. Observation
▫ : mesure du capteur au temps
▫ Ensemble de observations uniques extraites               

du capteur: 
▫ Observation: marqueur point, droite ou valeur brute
▫ Equation de mesure:

Problème:
� Coordonnées dans un repère local au robot
� Pour l’appariement, toutes les mesures et prédictions 

doivent être exprimées dans le même repère
� On a besoin d’un changement de repère: de global à local
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Modèle de
l’environnement

Pose du 
robot

2. Correction (4 étapes, 1/4)
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2. Correction (2/4)

b. Prédiction de mesure
▫ et la carte     : prédiction de mesure
� Ce que le robot s’attend à percevoir à la pose estimée

Exemple:
• Le robot prédit qu’il se trouve face à une porte
• Le laser renvoie la perception d’un mur
• La porte est la mesure prédite
• Le mur est la mesure réelle
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car l’appariement
n’a pas encore été fait
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▫ Calcul de prédiction de mesure:
� Transformer les primitives de dans le repère local
� Fonction d’observation de la primitive   :

� Dépend de l’estimé courant de la pose du robot
� Dépend de la position de chaque primitive dans la carte
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2. Correction (2/4)
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c.  Appariement
▫ À ce point, on a :
� Un ensemble de mesures courantes
� Un ensemble de primitives prédites
▫ But de l’appariement :
� Identifier toutes les mesures correspondant            

aux primitives prédites
▫ En pratique :
� Il faut associer la mesure     à sa prédiction
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dans le repère 
local du robot

2. Correction (3/4)

<latexit sha1_base64="2krP/S/t15OpCd+4HXi1tuj8p3A="></latexit>

{R}

<latexit sha1_base64="lx/qlrqVSNlZDUVhA8XQHRikKcQ="></latexit>

bzjt
<latexit sha1_base64="7b6++uxY1sLfLGWCulqxuYEYm4k="></latexit>

zit



▫ Pour chaque appariement:
� Calcul de l’innovation
� Elle est la différence entre les mesures           

observées et prédites:

▫ Covariance de l’innovation:

▫ Validité de l’appariement:
� Distance de Mahalanobis (au carré)                           

avec un seuil           fixé:
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Jacobienne de       par rapport à l’état estimé 

Matrice de covariance  
de la mesure réelle

2. Correction (3/4)
<latexit sha1_base64="+ngxFYH0kvCVAhbP1e4ZJVa23Lk="></latexit>

vij
t

<latexit sha1_base64="tsXTkhvA//Ytr5ye8DK1ZunqkYg="></latexit>

vij
t = zit � bzjt = zit � hj(bxt, m

j)

<latexit sha1_base64="Ez0wRsc+lbRvSolL1a1/oGfuYKw="></latexit>

zit
<latexit sha1_base64="4c8NyU/ngoTxOJiWgdxM/kZfNdg="></latexit>

hj <latexit sha1_base64="9Bpapxy037cWZIFyk+jY2LSsCnA="></latexit>

bxt

<latexit sha1_base64="aKekrZh6SaAsxXip+3DpgDKhsv0=">AAACpXicbVFNb9QwEPWmQEv4asuRi8UugtMqqVTRU1UEBy4VRdrdVtpEK8eZbK2NP2Q7W4rlE/+BK/wt/g3Obg6kZSTLT2/ejN94ClUzY5PkzyDaefDw0e7e4/jJ02fPX+wfHM6MbDSFKZW11FcFMVAzAVPLbA1XSgPhRQ2Xxepjm79cgzZMiom9VZBzshSsYpTYQGWjUbzEpzjB8Wi02B8m42QT+D5IOzBEXVwsDgY/slLShoOwtCbGzNNE2dwRbRmtwcdZY0ARuiJLmAcoCAeTu41pj98EpsSV1OEIizfsvxWOcGNueRGUnNhrczfXkv/NlaZt2HvdtSptKtP3xMkKtJQ8eCKCQt2vadRSA6z6JeWaKdMN8m07SX9MW53kjgnVWBDUYxxnAm6o5JyI0mVrsH6e5i4DYRoNrS3nsvYq KjxMvQ/dPkH4TA3ngfxQq2tSgN1K1Hfq3ZdJ6t0Gce9YGDOsLb27pPtgdjROj8fJ16Ph2XG3wD30Cr1G71CK3qMz9BldoCmiSKGf6Bf6Hb2NzqNJNNtKo0FX8xL1Ilr8BWXQ1Fo=</latexit>

g > 0
<latexit sha1_base64="C4Yg2bQZUUz6DPwkxVefk2Pdlbg="></latexit>

(vij
t )T (⌃ij

INt
)�1 vij

t  g2

<latexit sha1_base64="w8JrX3QUzC2UuGWYyOPMaA68BoQ="></latexit>

⌃
ij
INt

= H
j bPt (H

j)T + R
i
t



d.  Estimation
▫ Calcul du meilleur estimé                                               

de la pose du robot et de la matrice covariance 

▫ Se base sur :
� La position prédite
� Les mesures courantes 
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2. Correction (4/4)

<latexit sha1_base64="RSIHPX5Wh9tFk2Qhigx3eYG5xKk="></latexit>

zit

<latexit sha1_base64="OBJqD3NOuBShL7PkECgOWAu0JUE="></latexit>

bxt

<latexit sha1_base64="O1xceXtPiR5H+9xZ7+MdvwdUOko="></latexit>xt
<latexit sha1_base64="56O1OrlOESCVm4REJgBXHPtrU/0="></latexit>

Pt



▫ Étapes à suivre:
� On calcule l’innovation composite     à partir des                

(qui ont validé l’appariement)
� On empile les       en 
� On assemble les covariances:
� On calcule la covariance de l’innovation composite 
� On met à jour l’estimé de pose      et sa covariance      :

où                                        est le gain de l’EKF

63

(I)

(II)

2. Correction (4/4)

<latexit sha1_base64="KBFk4ECNBdd0uIPCNqTUtewG374="></latexit>

vij
t

<latexit sha1_base64="s2niHLiu0Jfz9I4LEhvzcEXqZwk="></latexit>vt

<latexit sha1_base64="uh3kkgxJW4rLVOAXwfXYs3Tr5/s="></latexit>

Ht

<latexit sha1_base64="zPugO8owPf4/0QKrDSl2gVCy6r8="></latexit>

H
j

<latexit sha1_base64="NVvSAY6mjnbCGUNuQmGWyNpAsmg="></latexit>xt
<latexit sha1_base64="wvmtod9xGZqFm+JyDxo1J5v1cQU="></latexit>

Pt

<latexit sha1_base64="LgoVUkBmLUhGAYATKPZ47zTpr+o="></latexit>

⌃INt

<latexit sha1_base64="Z1xAB5jjgdfJ0xbdgnticZogAjA="></latexit>

Kt = bPt H
T
t (⌃INt)

�1

<latexit sha1_base64="bnZLDd2RUlCrleLRq69FahmSjoc="></latexit>

Pt = bPt � Kt ⌃INtK
T
t

<latexit sha1_base64="wZQBj3OdVUb5dp8lqjoelocIRgo="></latexit>

xt = bxt + Kt vt

<latexit sha1_base64="b3w4ZrBFsSBKp0t9daAW63Lq6/c="></latexit>

Rt = blkdiag(R1
t ,R

2
t , . . . ,R

n
t )



TD2: étude de cas sur Matlab
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▫ Localisation par filtre de Kalman étendu (EKF)
▫ Robot unicycle à conduite différentielle
▫ Primitives dans l’environnement (M): droites
▫ Capteur extéroceptif: télémètre laser 2D

droite

robot

Mesure de            
la droite en
coordonnées
polaires:

Données brutes (points 2D)
(a) (b)

<latexit sha1_base64="dKVEKXwAf5L2xgioll+fhoq1348="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="dKVEKXwAf5L2xgioll+fhoq1348="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="mJG6zpG61AbRCSAarEB/7T0uHyc="></latexit>

rit

<latexit sha1_base64="AvihhMMpvOySmNWNO9Vuc1lOSxU="></latexit>

↵i
t

<latexit sha1_base64="c2Bb9iLaFaopVXBRlkSdsoDhTA4="></latexit>

zit =

"
↵i
t

rit

#



Plan du chapitre

• Introduction et défis

• Odométrie

• Localisation par filtre de Kalman

• Autres techniques de localisation
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Partie 2

Partie 3

Partie 1

Partie 4



Localisation Monte Carlo 
• Filtre de Kalman

� Pdf gaussienne
• Filtre particulaire (particle filter*, en anglais)

� Pas limité à pdf unimodales

Localisation Monte Carlo: le filtre particulaire est utilisé             
pour représenter la croyance sur l’état du robot

� Ensemble de N poses initiales dans une carte
� On fait évoluer ces N poses possibles en fonction des perceptions 

proprioceptives et extéroceptives via un modèle probabiliste
� Quand les N poses (à savoir, les N particules), convergent vers                

un même état, la localisation est la plus sûre possible
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* "A tutorial on particle filters for online nonlinear/non-Gaussian Bayesian tracking", 
M.S. Arulampalam, S. Maskell, N. Gordon, T. Clapp, IEEE Trans. Signal Proces., vol. 50, 
n. 2, pp. 174-188, 2002



Exemple
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Localisation Monte Carlo: très utilisée dans les applications à cause de sa robustesse 
(par ex. dans la DARPA Challenge et dans la voiture autonome de Google, cf. le livre 
"Probabilistic Robotics", S. Thrun, W. Burgard, D. Fox, MIT press, 2005)

État initiale
Les N particules sont en rouge

Le robot 
se déplace



Construction autonome de carte
• SLAM (Simultaneous Localization And Mapping) 
▫ Localisation et cartographie simultanées                               

(pas de connaissance a priori de carte)
▫ Solution efficace du SLAM: «Saint Graal»                             

de la robotique mobile 
▫ Formalisme du filtre de Kalman étendu (« EKF SLAM »)

� On estime: 
� L’état du robot et son incertitude
� L’état et l’incertitude de chaque primitive                                        

(point, droite, etc.) perçue de l’environnement 
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Recherche très active: SLAM visuel (une caméra: MonoSLAM,                                                       
LSD-SLAM, ORB-SLAM, OpenVSLAM, PTAM), SLAM basé filtre                      
particulaire, SLAM coopératif ou C-SLAM, « Pose Graph Optimization » (PSO), etc. 
"Past, present, and future of simultaneous localization and mapping: Toward the robust-perception age", 
C. Cadena, L. Carlone, H. Carrillo, Y. Latif, D. Scaramuzza, J. Neira, I. Reid, J.J. Leonard, IEEE Trans.
Robotics, vol. 32, n. 6, pp. 1309-1332, 2016
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Le “rêve” des roboticiens - Scène du film Prometheus (Ridley Scott, 2012)

https://www.youtube.com/watch?v=yA6OKoW30Pk

Construction autonome de carte



• Balise/amer (beacon ou landmark, en anglais)
▫ Objet passif ou actif dans le champ                             

de perception du robot
▫ La position globale des balises                                   

est connue avec précision

a.  Balise passive
� Considérée avec la localisation par filtre de Kalman
� Problème: répartition judicieuse des           

balises dans l’environnement 
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Localisation basée balises



Localisation basée balises
Exemple 1 : balises rétro réflectives
� Robot équipé avec une nappe laser 
� Mesure d’énergie renvoyée vers le robot
� 3 balises minimum (moins si l’odométrie est disponible)
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Laser du robotBalise
rétro réflective



Localisation basée balises
Exemple 2 : balises colorées
� Chaque balise a un code couleur unique
� Le robot est équipé avec une caméra (standard ou 

panoramique) qui permet de détecter les balises
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Balises avec code coleur
(3 couleurs: noir, jaune, rose)

Robot avec caméra
panoramique embarquée



Localisation basée balises
Exemple 3 : codes à barres
� Kiva Systems (acquise par Amazon en 2011) :

système robotisé pour le stockage en entrepôt
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robot

Étagère mobile



b.  Balise active
� Applications industrielles et militaires
� Localisation robuste …

… mais pré-équipement coûteux de l’environnement

Exemple : balises à ultrasons
� Localisation précise
� Peu flexible !
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Balise
à ultrasons

Robots avec récepteurs
à ultrasons

Balise
à ultrasons

Station de base

Localisation basée balises



• Encore plus fiable que les balises
• Le chemin du robot est explicitement tracé 
▫ Localisation relative au chemin

Exemples:
� Tracé de peinture UV réflective
� Câble guide sous le sol détecté par induction 

électromagnétique

▫ Encore moins flexible que les balises actives
▫ Le robot ne doit pas trop dévier du chemin prévu
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Localisation basée chemin

Inconvénients


