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La roue roule sur le sol sans patiner (longitudinalement) ni glisser 
(latéralement), à savoir la vitesse relative de la roue par rapport    
au sol au point de contact est nulle

Théoriquement, pour vérifier la condition de r.s.g.
il faut réunir les hypothèses suivantes:

1. Le contact entre la roue et le sol est ponctuel
2. La roue est indéformable, de rayon fixe
3. Le sol est parfaitement plat

Remarques:
• En pratique, le contact se fait sur une surface
• Hypothèse d’indéformabilité: fausse avec roues équipées de pneus
• Le contact continu avec le sol est essentiel pour l’odométrie du robot

Condition de r.s.g. d’une roue fixe

Point de contact

Condition de roulement sans glissement (r.s.g.)

<latexit sha1_base64="+owSV9LscG1MB1bdFJarUOQF2H0="></latexit>r
<latexit sha1_base64="5p+oMgok7Pgp4TblVAsT7ResuGg="></latexit>r
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Condition de r.s.g. d’une roue fixe:
• La composante de la vitesse dans la direction de mouvement
de la roue est égale à la vitesse de roulement (à savoir,    )
• La composante de la vitesse dans la direction perpendiculaire
au mouvement de la roue est zéro

: centre de la roue

: point de contact de
la roue avec le sol

: vecteur vitesse de rotation de la roue

: angle de rotation propre de la roue

Condition de roulement sans glissement

: orientation du plan de la roue

<latexit sha1_base64="5p+oMgok7Pgp4TblVAsT7ResuGg="></latexit>r

<latexit sha1_base64="TIWMjJ1e3ZBAmSAcGQUqoZ99COU="></latexit>vn

<latexit sha1_base64="5j7RrsWJYdBelhROwOuhL9Mmfxk="></latexit>

vn = 0

<latexit sha1_base64="jD2l+0+O5cULRGjJeZBp73xVOYA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="jOG4PgrmVocwkSNJixF1ZBfn/KY="></latexit>'

<latexit sha1_base64="LT5TQh+j0Q8U1CQp1BvPUhlbJcQ="></latexit>

P = (x, y, r)
<latexit sha1_base64="eaYQ8QtKpTO6fgV8j0SnG/TFM8A="></latexit>

Q = (x, y, 0)
<latexit sha1_base64="jOG4PgrmVocwkSNJixF1ZBfn/KY="></latexit>'

<latexit sha1_base64="r7HOetcWNT+2aacRPHrZq4S/WUg="></latexit>

~y <latexit sha1_base64="ZIaKoMPpNzqnsynP8gR5mQWLKMA="></latexit>

~z
<latexit sha1_base64="u36xeIT3H6kME3WdJuCw8FqWiSs="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="jD2l+0+O5cULRGjJeZBp73xVOYA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="svajccmkSo8N9aNIejn/cHXa/b4="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="IvBIsxZItBidQuJANURA00jtti8="></latexit>y

<latexit sha1_base64="kjeR5xsL5Qng5piMVG0YUurRXOA="></latexit>x

<latexit sha1_base64="svajccmkSo8N9aNIejn/cHXa/b4="></latexit>

Q
<latexit sha1_base64="BUBKRmEEcZ0U6QnY4MO0/Iazxpw="></latexit>

~vQ = ~vP + ~! ⇥�!
PQ = ~0

<latexit sha1_base64="XYkWSSldLaXT7PTOy4j7FfOxfBs="></latexit>

~!

<latexit sha1_base64="XYkWSSldLaXT7PTOy4j7FfOxfBs="></latexit>

~!

<latexit sha1_base64="mWNVRN7nrehqTXqTw3Z0jZLbDZ0="></latexit>

~vP

<latexit sha1_base64="qQWTbLPMT+pnJoVgqmp2YxS+Ioc="></latexit>

O

<latexit sha1_base64="KXDkMJYh3jIMnNIkhbjKXp7Q7w0="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="bj9ceN7aS/dDihHARrNWxCQWbfo="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="SlVhL6FXlOOnjuFZhh4O8sqJGDA="></latexit>

r'̇
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Si on utilize l’expression des points    et     dans l’équation précédente,    
on trouve que:

Si on calcule le produit vectoriel, nous avons que:

qui nous donne le système de contraintes scalaires suivant:

On peut transformer ces contraintes pour faire apparaître les composantes
de vitesse perpendiculairement à la roue d’une part et dans le plan de la roue
d’autre part, à savoir (multiplication à gauche de chaque côté par       ): 

Condition de roulement sans glissement

<latexit sha1_base64="1PkAKgBW6V3a8+LextZ7fCVrHZc="></latexit>

R(✓)

<latexit sha1_base64="lJN6LJyz+EipoJQROi66l7ok1PM="></latexit>

ẏ + r'̇ sin ✓ = 0

ẋ + r'̇ cos ✓ = 0

<latexit sha1_base64="D2FCjjf3c2wi2SAY8Mqx2TCPx70="></latexit>"
cos ✓ � sin ✓

sin ✓ cos ✓

#"
ẏ + r'̇ sin ✓

ẋ + r'̇ cos ✓

#
=

"
0

0

#

<latexit sha1_base64="FukJQlatB68ZiNXxNGOE6mIW76Y="></latexit>

P
<latexit sha1_base64="gIV50XHtP8Tish4xdxAC3Gh0ISI="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="CslSLeE954YOAGguWPubxxJJ674="></latexit>

ẋ~x + ẏ~y +
�
✓̇~z + '̇(~x sin ✓ � ~y cos ✓)

�
⇥ (�r~z ) = ~0

<latexit sha1_base64="7MK9SCPblA4OWEzli9GwRTsxvio="></latexit>

(ẋ + r'̇ cos ✓)~x + (ẏ + r'̇ sin ✓)~y = ~0
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Contraintes non holonômes

(1) et (2) traduisent le fait que     soit dans le plan de la roue et que il ait
pour module     : ils s’appellent contraintes non holonômes

En général, si on a un système de configuration                 
soumis à contraintes indépendentes sur les vitesses,             
on peut les regrouper sous la forme (pfaffienne):

où .
S’il n’est pas possible d’intégrer l’une de ces contraintes,     
la contrainte est dite non intégrable ou non holonôme

(1)

(2)

Johann F. Pfaff
(1765-1825) 

Contrainte de roulement pur

Contrainte de non-glissement

La condition de r.s.g. est une source de contraintes pfaffiennes, 
mais il n’y a d’autres (par ex. en physique et en mécanique)

: holos “entière”

: nomos “loi”
<latexit sha1_base64="EafrhZK+Ez1NaN6mVhOyqcVeNfw="></latexit>

�ẋ sin ✓ + ẏ cos ✓ = 0

ẋ cos ✓ + ẏ sin ✓ = �r'̇

<latexit sha1_base64="yc95aHXgeMXCjds4Fgf9oDocalw="></latexit>

r'̇

<latexit sha1_base64="8L8aioN+oXnZcMxql5/scoKZhgU="></latexit>

A(q) 2 Rn⇥k

<latexit sha1_base64="e88eZwr8Ro1OnJhjykoiTr3h84I="></latexit>

q 2 Rn
<latexit sha1_base64="XUOo58hVrr+8KrnlEk4JSF7N6b8="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="2G5aOr/VnmlXaMnzZMExWt1bYiU="></latexit>

AT (q) q̇ = 0

<latexit sha1_base64="n67slPf4mwyFq1Mp7h5mU1NNN0w="></latexit>

~vP

<latexit sha1_base64="j0v6TAT6G+QXwU0jCW/U12DIvso="></latexit>

ó�o&
<latexit sha1_base64="XOWPlPedo9aluPVSIGMyPLC5+f8="></latexit>

⌫óµ-o&
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Remarques

• En pratique, l’existence de contraintes non holonômes implique que         
le système ne peut pas effectuer certains mouvements instantanément

• Par exemple, pour la roue fixe, pas de translation instantanée
parallèlement à l’axe de la roue: pour un tel déplacement il faut
réaliser au moins deux manœuvres

• Il n’est pas possible de dire a priori si une contrainte est intégrable ou non.
Pour cela on recourt au Théorème de Frobenius: en pratique, seul l’étude
des “crochets de Lie”        des colonnes de la matrice orthogonale à
(c’est-à-dire, tel que                     ) sur tout l’espace des configurations, 
nous permet de déterminer le nombre de contraintes intégrables

Exemple: Pour la roue fixe, le vecteur
de configuration est

et

Contraintes non holonômes
<latexit sha1_base64="di7FK/j4OwqDnDEPCgBapOpqB50="></latexit>

q = [x, y, ✓, ']T 2 R4

<latexit sha1_base64="XcTxyY2YNiFGJ/BB+z6EED5H9Vg="></latexit>'
<latexit sha1_base64="cScRK10LAKM7qAmfmY2zHzrdCn0="></latexit>r

<latexit sha1_base64="5j7RrsWJYdBelhROwOuhL9Mmfxk="></latexit>

vn = 0

<latexit sha1_base64="2XK+Afc4RbbKloxhX2U0E2e4x2c="></latexit>vtan

<latexit sha1_base64="+JeoiTwGAhgiKBh/gAEXJeCdub0="></latexit>

AT (q)B(q) = 0

<latexit sha1_base64="J9rENbluacg630Gqe6RKDyieuD4="></latexit>

A(q) =

2

6664

� sin ✓ cos ✓

cos ✓ sin ✓

0 0

0 r

3

7775
2 R4⇥2

<latexit sha1_base64="qtPZIqbrmx0OAnPom3t2wZhWX8A="></latexit>

A(q)
<latexit sha1_base64="DIIBXRS+2b90d4tMItKfBx5aS0E="></latexit>

B(q)
<latexit sha1_base64="dk9JOvoQibIFZj6/RsfFKAkiYMU="></latexit>

[· , ·]
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Contraintes non holonômes : intuition physique
a) Sac de voyage avec 2 roues fixes sur le même axe:                                                      

Impossible de réaliser des déplacements latéraux instantanés

b) Sac de voyage avec 4 roues pivot:                                                       
Les mouvements latéraux instantanés sont réalisables
(pourvu que les roues pivot puissent se réorienter toutes
en même temps)

(a) (b)
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Centre instantané de rotation

� Le Centre Instantané de Rotation (CIR) d’un robot mobile 
est le point où les prolongements des axes de rotation des 
roues se coupent

� Le CIR est un point de vitesse nulle autour duquel turne         
le robot de façon instantanée

� Pour toute disposition de roues, il est nécessaire que le CIR         
soit unique: pour cette raison, il existe en pratique            
3 catégories principales de robots à roues 

CIR
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3 catégories principales de robots à roues
I) Robot mobile de type unicycle

§ 2 roues fixes motorisées indépendantes
§ 1 ou plusieurs roues folles (ou « castor » ou « caster ») 

pour assurer la stabilité

• Simplicité de construction
• Propriétés cinématiques intéressantes
• Très utilisé: ex. robots AmigoBot, Khepera II, e-Puck

Vecteur de configuration:
<latexit sha1_base64="2kUuFMWUx/QEJOvpmbGHS4Yfw98="></latexit>

q = [x, y, ✓]T

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="8u7Nu7jQMk+oYWB0QtNRZ0zO6u8="></latexit>

✓
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� Modèle cinématique en posture du robot de type unicycle

• Dans un robot à conduite différentielle:

: commande du robot           
(vitesse longitudinale et angulaire 
du robot, respectivement)

: largeur de l’essieu

: rayon des roues

: vitesse angulaire de la roue droite,

: vitesse angulaire de la roue gauche,

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="zEnAsfKsPUw1Eo2ReZ84nrIPNWo="></latexit>

(v, !)

<latexit sha1_base64="iH3BbWWJLmXbum+8BqjxbkwV4so="></latexit>v

<latexit sha1_base64="V3of3WMx0tcELJfpjrVILvytt4c="></latexit>

'̇d

<latexit sha1_base64="b0uE5wECy2NRiUUEdu5Z7gJVGgU="></latexit>

'̇g
<latexit sha1_base64="WL7oC1ONkSuaVB1dt5Na9HZNyGE="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="V3of3WMx0tcELJfpjrVILvytt4c="></latexit>

'̇d
<latexit sha1_base64="b0uE5wECy2NRiUUEdu5Z7gJVGgU="></latexit>

'̇g

<latexit sha1_base64="3zs7/LH1r5BRDyFAO6s6VN5m6x8="></latexit>

v =
r('̇g � '̇d)

2
, ! = �r('̇g + '̇d)

2L

<latexit sha1_base64="DAH3Mxl1ElDgDO13I9V1r6AA4pw="></latexit>8
><

>:

ẋ = v cos ✓

ẏ = v sin ✓

✓̇ = !

<latexit sha1_base64="5p+oMgok7Pgp4TblVAsT7ResuGg="></latexit>r

<latexit sha1_base64="uF65iL4y+Vltybwk8+IZyajt8SM="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0

<latexit sha1_base64="jEVG1E/7r503+NVhWYlv39iylyU="></latexit>

L
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Robot à conduite différentielle et CIR

Rayon de courbure
de la trajectoire
du robotVitesse

de rotation 
autour du CIR

Vitesse longitudinale de
la roue droite et gauche:

ce qui permet de déterminer:

Cette équation nous permet de 
situer le CIR sur l’axe des roues

Si le robot se déplace en avant en ligne droite

le robot tourne sur lui-même en sens horaireSi

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="rx+YquSsUtccse5Fk7kIHXhUGkc="></latexit>!

<latexit sha1_base64="pMTmMKv+RFmw+RIdJYEsHKdXLuQ="></latexit>⇢

<latexit sha1_base64="5d6cI43jSbZEILeNkl9Eib7LsVI="></latexit>

vd = �r '̇d = (⇢+ L)!
<latexit sha1_base64="vGVKenFW7AKPcES21tadez/MghM="></latexit>

vg = r '̇g = (⇢� L)!

<latexit sha1_base64="4JTVyT4/2yxGh+BMLBfIkMBMeFI="></latexit>

'̇d = �'̇g
<latexit sha1_base64="RHPnnw9ZNPjmj8AqZlgKf63kwWw="></latexit>

'̇d = '̇g

<latexit sha1_base64="zPkdLv7Bs94KQlPatFqbAPx+U0k="></latexit>

⇢ = L

✓
'̇d � '̇g

'̇d + '̇g

◆

<latexit sha1_base64="g9LOf+U2yKyt12a1TIVbKtg+Pa4="></latexit>

'̇d

<latexit sha1_base64="uiRgDXf92UyBPJZvYq3+D7DG2xA="></latexit>

'̇g
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II) Robot mobile de type tricycle
§ 2 roues fixes sur le même axe
§ 1 roue centrée orientable

• Angle de braquage (du train avant) limité

• Propriétés cinématiques similaires au robot unicycle

Vecteur de configuration:

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="gyP7yHy/NhKj8j0qVEcdU5bzzhM="></latexit>

q = [x, y, ✓,  ]T

<latexit sha1_base64="3qyfb6po4ZCX3hk1Xfhi6WWyrtg="></latexit>

 

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y
<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0



14

� Modèle cinématique en posture du robot de type tricycle 
motorisé à l’avant

: commande du robot   
(vitesse longitudinale et 
vitesse angulaire imposées         
à la roue orientable)

: distance entre le centre      
de la roue orientable et le 
centre de l’axe à l’arrière

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="3qyfb6po4ZCX3hk1Xfhi6WWyrtg="></latexit>

 

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="nCIdk934eKmKF+pPJpoteo514c0="></latexit>8
>>>>><

>>>>>:

ẋ = u1 cos ✓ cos 

ẏ = u1 sin ✓ cos 

✓̇ =
u1 sin 

D
 ̇ = u2

<latexit sha1_base64="b2UzdB6+Q4w17XrxHDQ6i+azSt4="></latexit>

(u1, u2)

<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0

<latexit sha1_base64="PHVRzKb3rPUJ4Ek1w5ghr6QAoss="></latexit>

D

<latexit sha1_base64="4/7o/azRljWX0gPrJTwtPOPP7XY="></latexit>

D
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� On peut dériver le modèle cinématique en posture du robot de 
type tricycle motorisé à l’avant, à partir des contraintes de r.s.g.

Schéma simplifié

(“Modèle télescopique”)Deux contraintes (de non-glissement):

“Roue” arrière

Roue avant

O’

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="08JTXEImoIHRvhGZjAo/lPnueQU="></latexit>

vnf = 0

<latexit sha1_base64="q2XBcgcSJ5oV5P6sT/AVL34xLm8="></latexit>

vn = 0

<latexit sha1_base64="y1p0IqITRxwSh8AsKI5vfIbZWDY="></latexit>

(xf , yf )
<latexit sha1_base64="3qyfb6po4ZCX3hk1Xfhi6WWyrtg="></latexit>

 

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="pGmDCPgkSvyi8GfjIqTGdsKmsVA="></latexit>

(� sin ✓, cos ✓)

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="LtWPVU8LkFi1W39w4qWarUxEnno="></latexit>

ẏf cos(✓ +  ) � ẋf sin(✓ +  ) = 0

<latexit sha1_base64="G8cUXZhc9zJmJ+QPn7iLABXIFoE="></latexit>

h
✓
ẋ
ẏ

◆
,

✓
� sin ✓
cos ✓

◆
i = ẏ cos ✓ � ẋ sin ✓ = 0

<latexit sha1_base64="53f9/eleE05yVnemLVDKWMAs96g="></latexit>

D
<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0
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Si on utilise les relations géométriques

dans l’équation précédente, nous trouvons que:

(forme pfaffienne)

On peut remarquer que les directions de mouvement instantanées réalisables sont les directions:

où indique le noyau de la matrice . 

3 catégories principales de robots à roues

Rappel: Étant donnée une matrice ,  

<latexit sha1_base64="HLQm/oV/hScnRTSK3c/1+7s7CBM="></latexit>(
xf = x + D cos ✓

yf = y + D sin ✓

<latexit sha1_base64="y1p0IqITRxwSh8AsKI5vfIbZWDY="></latexit>

(xf , yf )
<latexit sha1_base64="3qyfb6po4ZCX3hk1Xfhi6WWyrtg="></latexit>

 

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="t2Fig2CDapKD5ihSN/faVzMVW1M="></latexit>

q̇ 2 ker(AT (q))
<latexit sha1_base64="b4/PQvyuFQkf2BPLAs4CTFiL4oc="></latexit>

ker(AT (q))
<latexit sha1_base64="7zZUQdZqTwbDfq/qpxl0o8VK3qA="></latexit>

AT (q)
<latexit sha1_base64="+6w84f8YgdWSNRAxT7nXZ5wfRGM="></latexit>

ker(M) , {x 2 Rn : Mx = 0}

<latexit sha1_base64="pGmDCPgkSvyi8GfjIqTGdsKmsVA="></latexit>

(� sin ✓, cos ✓)

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x
<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="on0jY9iZCAukPLb2UxwKtKJLPcE="></latexit>

AT (q) q̇ =

"
� sin ✓ cos ✓ 0 0

� sin(✓ +  ) cos(✓ +  ) D cos 0

#
2

66664

ẋ

ẏ

✓̇

 ̇

3

77775
=

"
0

0

#

<latexit sha1_base64="R6CfC7msiwRjMGHiWLaEeYNJv/I="></latexit>

M 2 Rm⇥n

<latexit sha1_base64="53f9/eleE05yVnemLVDKWMAs96g="></latexit>

D
<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0



17

Si les colonnes de la matrice forment une base pour le noyau de la matrice , 
on peut écrire: 

où est le vecteur des vitesses (commande), car l’image de    ,
dans l’espace des configurations du robot  

;  En effet

On peut choisir par exemple (il n’y a pas une solution unique):

On trouve ainsi le modèle cinématique pour le robot de type tricycle motorisé à l’avant, 
vu auparavant:  

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="wqmNs6TswcnhqMVnPtkff3p0lXU="></latexit>

q̇ = B(q)u

<latexit sha1_base64="7zZUQdZqTwbDfq/qpxl0o8VK3qA="></latexit>

AT (q)
<latexit sha1_base64="DW1QUFWpcC1csiGwVIeQmWa10ts="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="DW1QUFWpcC1csiGwVIeQmWa10ts="></latexit>

B
<latexit sha1_base64="hbnhjh/Z+viifSBWwcYP3lqVMEY="></latexit>

Im(B(q)) = ker(AT (q)), 8q

<latexit sha1_base64="onACJyhe4S974dX7XjxsuvxqMMY="></latexit>

B(q) =

2

666664

cos ✓ cos 0

sin ✓ cos 0

sin 

D
0

0 1

3

777775

<latexit sha1_base64="Z8iPDhiLqimUiXSJJsH9QtIsmPo="></latexit>

q̇ =

2

66664

ẋ

ẏ

✓̇

 ̇

3

77775
=

2

666664

cos ✓ cos 0

sin ✓ cos 0

sin 

D
0

0 1

3

777775

"
u1

u2

#

<latexit sha1_base64="+JeoiTwGAhgiKBh/gAEXJeCdub0="></latexit>

AT (q)B(q) = 0

<latexit sha1_base64="ApUaSM751v1OugniHPqaDMTVnsc="></latexit>u
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Exercice

1. Répéter les calculs précédents en considerant un robot tricycle motorisé à l’arrière.
Ça veut dire que la commande est maintenant:

a) 

: vitesse longitudinale de la “roue” arrière (centre de l’axe à l’arrière)  

: vitesse angulaire imposée à la roue orientable

2. Le modèle cinématique trouvé est-il valable partout dans l’espace
des configurations du robot ?

3. Créer un script Matlab/Simulink qui fait déplacer le robot de la configuration    
initiale en applicant les commandes suivantes pendant            
30 secondes (utiliser une distance D = 0.3 m dans tous les cas):

Solution du point 1:

3 catégories principales de robots à roues

b) 

c) 

<latexit sha1_base64="8rSUrf+0f1i0VtZelhBw1x2qOFo="></latexit>

q0 = [0, 0, ⇡/4, 0]T

<latexit sha1_base64="POryn8MFGpUP8/aT1dVxKGfyH+U="></latexit>

q̇ = B(q)u

<latexit sha1_base64="2z+uPeRHzKnjYo94qTZbnK/WjWM="></latexit>

u = [u1, u2]
T

<latexit sha1_base64="Wpui10UFbvSWxOYZmrY61mkyiWU="></latexit>u1

<latexit sha1_base64="3JGbQo2G3VKa8aUNtYZdW/QUgmg="></latexit>u2

<latexit sha1_base64="QrdtOarfetFUFgNYhad0PB3Q9Pw="></latexit>

u1 = 1 m/s, u2 = ⇡/6 rad/s
<latexit sha1_base64="W3dgcwSY3e3Bpkedj1XCQXcDXQ8="></latexit>

u1 = 1 m/s, u2 = 0 rad/s
<latexit sha1_base64="urCUe3QSMSOUrX3UKcAPYOydaG0="></latexit>

u1 = 0 m/s, u2 = ⇡/6 rad/s

<latexit sha1_base64="mZBa8mepj2c2ppYccyhBp3u8/yU="></latexit>

q̇ =

2

66664

ẋ

ẏ

✓̇

 ̇

3

77775
=

2

666664

cos ✓ 0

sin ✓ 0

tan 

D
0

0 1

3

777775

"
u1

u2

#
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§ Deux roues avant

§ Pour l’existence d’un CIR unique (sur le prolongement
de l'essieu arrière), les roues du train avant ne 
doivent pas avoir la même orientation

§ Une barre de direction relie rigidement les biellettes 
de direction. Par conséquent, les trajectories des 
roues du train avant n’ont pas le même rayon de 
courbure et les vitesses des roues sont aussi 
différentes (« braquage différentiel »)

§ Faible manœuvrabilité (roues couplées)

Le robot de type tricycle n’est que rarement utilisé comme tel,        
car il n’est pas très stable

Plus répandu: robot mobile de type voiture avec épure d’Ackermann

CIR

Barre de 
direction

3 catégories principales de robots à roues
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Il y a une équivalence entre le modèle de type voiture et le tricycle

Il faut figurer une roue virtuelle en plaçant la roue orientable
du tricycle au centre de l’axe des roues avant de la voiture, 
orientée de sorte que le CIR reste inchangé

Géométriquement nous avons que:

On impose donc la contrainte:

Roue
virtuelle
du tricycle

outside
inside

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="By3EzcV+m9aiXc+t/8Pc7XNGeBg="></latexit>

cot o � cot i =
2L

D

<latexit sha1_base64="QLhq6MP9A87YtBSB/4D7LdPaY4U="></latexit>

cot tr = cot i +
L

D
= cot o � L

D

<latexit sha1_base64="glEyBIsRthRECQFKHWlWFBauSF4="></latexit>

 tr
<latexit sha1_base64="j7jXjcLqFaMS4uFSHS/6n50lMPA="></latexit>

 i

<latexit sha1_base64="u5nv88yhb7vG11gSInY2jv1quWg="></latexit>

 o

<latexit sha1_base64="QqPplAYFBtTWqozdn5kBg1UvVqk="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="eA53uo885Od9uH3T/vqHfsC81Rc="></latexit>

D
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III) Robot omnidirectionnel:
• On peut agir indépendamment sur les vitesses (de translation selon                    

les axes x, y et de rotation autour de l’axe z) du robot 

• Mouvement possible à tout moment en toute direction dans le plan du sol 
quelque soit l’orientation du robot autour de son axe vertical principal

Modèle cinématique en posture:

: commande
du robot 

• Par ex. 3 roues motrices décentrées orientables ou 3 roues sphériques 
motorisée disposées aux sommets d’un triangle équilatéral (voir la figure en bas) 
• D’un point de vue cinématique n’est pas possible de réaliser un robot       
omnidirectionnel avec des roues fixes ou des roues centrées orientables

3 catégories principales de robots à roues

<latexit sha1_base64="ke9Z2AiuvD6y1D/BmgKhK40bMCI="></latexit>

(u1, u2, u3)

<latexit sha1_base64="ws9uJAj/lVl3D66X7ERmDamK748="></latexit>8
><

>:

ẋ = u1

ẏ = u2

✓̇ = u3

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="AUfIraPzO7UGTeW2XBsgSrJHvTM="></latexit>

~y

<latexit sha1_base64="iZy/cHTPpLxLq24dd9s4FuryaMk="></latexit>

~x<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y
<latexit sha1_base64="jEVG1E/7r503+NVhWYlv39iylyU="></latexit>

L
<latexit sha1_base64="nH2Jg6VDEKrEa0PITiiwHMxNTtc="></latexit>

O
0
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Robots omnidirectionnels – cas d’étude
• 3 ou 4 roues motrices décentrées orientables

� Excellente manœuvrabilité

Robot 
« RB-VOGUI » 
de Robotnik



� Synchro drive: actionnement synchronisé des roues
◦ 3 roues décentrées orientables
◦ 2 moteurs pour:

� Roulement des roues
� Orientation des roues

moteur
« translation »

moteur
« orientation »

roue

poulie « translation »

poulie « orientation »

axe d’orientation
de la roue

axe de
roulement

co
ur

ro
ie
 d

’o
rie

nt
at

io
n

co
ur

ro
ie
 d

e 
tra

ns
la
tio

n

� Problème: l’orientation 
du châssis du robot    
n’est pas contrôlable

Ex. Robot Nomad 200

Robots omnidirectionnels – cas d’étude

23
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� 3 roues sphériques motorisées: ex. robot « Tribolo » (EPFL)

Moteur

Roue sphérique

Robots omnidirectionnels – cas d’étude

• Les roues sphériques sont suspendues par trois points de contact: deux 
par des maintiens sphériques et un par une roue connectée à un moteur

• Manœuvrabilité excellente, conception simple

• Limité aux surfaces plates et lisses, et à une faible charge

• Réalisation de roues sphériques de qualité: coût non négligeable

<latexit sha1_base64="Ee3zrt+l+1uw7F4wg2YyAGnAuNs="></latexit>

R
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• 4 roues suédoises 45° motorisées

Robot « SUMMIT XL Steel »
de Robotnik

Robot « Uranus » 
(Carnegie Mellon University - CMU)

Robot « youBot »
de KUKA

Robots omnidirectionnels – cas d’étude
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Manœuvrabilité d’un robot

Degré de 
manœuvrabilité
d’un robot

Degré de 
mobilité

Degré de dirigeabilité
(“steerability”)

• Degré de mobilité : nombre de DDL du châssis du robot qui 
peuvent être directement manipulés à travers des changements
de vitesse des roues (ça dépend de la conception du robot)

• Degré de dirigeabilité : nombre de DDL qui sont manipulés
indirectement par le robot grâce au braquage des roues

Plus la manœuvrabilité d’un robot mobile est élevée, plus il peut 
réaliser de mouvements différents en un minimum d’étapes

<latexit sha1_base64="s3F/4X3HsSNqWN8L2GBBa4+H60Q="></latexit>

�M = �m + �s

<latexit sha1_base64="QsucHoQM7cy8cGxBtlryklid5tM="></latexit>

�m

<latexit sha1_base64="5xASAmy3AGamPX76+S39+EEmTVw="></latexit>

�s
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Manœuvrabilité d’un robot: préliminaires

Pour relier le mouvement dans le repère global au mouvement dans le repère
locale du robot, on a besoin de la matrice de rotation:

: position et orientation du  
robot dans le repère global

: repère local du robot

: repère global (ou inertiel)

(rotation élémentaire autour de l’axe z)

On a donc:

Vitesse du robot 
dans le repère global

Deux premiers éléments de     : 
composants du mouvement du              
robot le long des axes

châssis
du robot <latexit sha1_base64="XGeYqxCMbLe79paOU97EG9fuqs4="></latexit>

qI = [x, y, ✓]T

<latexit sha1_base64="DqFAGWu78Bj9IQI9JU0RiEpkVas="></latexit>

{OI , xI , yI}
<latexit sha1_base64="wTveO9XGnVuFkq9fENxTljzZT9A="></latexit>

{OR, xR, yR}

<latexit sha1_base64="zJYc9t2pDjQ68kZRNJoQ/xTqks8="></latexit>

q̇R = RT (✓)q̇I

<latexit sha1_base64="5rLb3y9zeo9e1IfEMGmrKJy54NI="></latexit>xR, yR

<latexit sha1_base64="DyZT3tzkortA9pHt/qThXv4CelA="></latexit>

R(✓) =

2

4
cos ✓ � sin ✓ 0

sin ✓ cos ✓ 0

0 0 1

3

5

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR
<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="me6ke/AyuZYL9/XXrjBI5U9pDhA="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="hVCjVQYI3rKjJ2U6nxGguyEofBE="></latexit>x

<latexit sha1_base64="55wI7NN3YrLYfb/tc0YqpRd1sBw="></latexit>y

<latexit sha1_base64="UJFdTGZF0vRsHsgMXDL0ltkvd7I="></latexit>

OI

<latexit sha1_base64="eQVHtbfmuF93uVy5C7d2XTt5tS4="></latexit>

OR

<latexit sha1_base64="r4CsOBdNCIfvXTWpIwAALMwN9j8="></latexit>

q̇R
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Roue fixe ou centrée orientable

• Pour la roue fixe, l’angle entre le bras et l’axe de la roue, est constant

Remarque 1

Axe de la roue

Contrainte de roulement pur:

Contrainte de non-glissement:

• Pour la roue centrée orientable,    change au fil du temps (           ) 

Remarque 2
Pour                                   on retrouve (au signe près)  
les contraintes de r.s.g. de la rue fixe vues auparavant,     
à savoir:

Bras de la roue

: vitesse de rotation 
de la roue

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR
<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="9i66ZxqWJuRfx7hTV81rEmOKNaI="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="jV8+/i0sFHUdSWpKThcx3U2yTVE="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="D2l57WiqpWNs+KiqozGQu8vJjKY="></latexit>

` = 0

<latexit sha1_base64="RfEyq3sU4z+RJ6lMrVu0NMlNNlY="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="cz+TbcvcuQdGBBHMHUK/ji7sa4o="></latexit>

'̇

<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="EljBdnrPQf2kuN2a/ByJTYQ7tzo="></latexit>

� = �(t)

<latexit sha1_base64="v2l4oNMyKXIisCgYE9uMK315Qls="></latexit>

↵ = ⇡/2, ` = 0, � = 0

<latexit sha1_base64="gNBkJnkl7gucERRogi+9qsHZ9og="></latexit>

[cos(↵+ �), sin(↵+ �), ` sin�]RT (✓) q̇I = 0

<latexit sha1_base64="6gSPHSIX7SeFmjiCvn9pED/9YR8="></latexit>

[sin(↵+ �), � cos(↵+ �), �` cos�]RT (✓) q̇I � r'̇ = 0

<latexit sha1_base64="EafrhZK+Ez1NaN6mVhOyqcVeNfw="></latexit>

�ẋ sin ✓ + ẏ cos ✓ = 0

ẋ cos ✓ + ẏ sin ✓ = �r'̇

<latexit sha1_base64="9i66ZxqWJuRfx7hTV81rEmOKNaI="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="JWmaCvlFb/kTR3vHwWVjLf+ekK4="></latexit>r
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La contrainte de roulement pur, est la même que celle de la roue fixe 
ou centrée orientable

Remarque

Axe de 
la roue

Contrainte de roulement pur:

Contrainte de non-glissement:

Roue décentrée orientable

<latexit sha1_base64="jV8+/i0sFHUdSWpKThcx3U2yTVE="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR
<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="9i66ZxqWJuRfx7hTV81rEmOKNaI="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="RfEyq3sU4z+RJ6lMrVu0NMlNNlY="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="Re4tbi52SQub1B2Db9O5H/qGjkY="></latexit>

'̇

<latexit sha1_base64="C4Zi4xdvz5ywXBcK+TS2Xf2oriU="></latexit>

�̇

<latexit sha1_base64="vYZ8w4fhHrm9wr+JuCz4wgfCkh8="></latexit>

d

<latexit sha1_base64="cp+QDzvGiXfDdzJ4sGN56W7RigU="></latexit>r

<latexit sha1_base64="E39CQrGIaZYv9n6OoN3k2Wb0tqA="></latexit>

[cos(↵+ �), sin(↵+ �), d+ ` sin�]RT (✓) q̇I + d�̇ = 0

<latexit sha1_base64="ijpdI4R+SFMkhUdABWXRnvq+Qng="></latexit>

[sin(↵+ �), � cos(↵+ �), �` cos�]RT (✓) q̇I � r'̇ = 0

<latexit sha1_base64="vYZ8w4fhHrm9wr+JuCz4wgfCkh8="></latexit>

d
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Roue suédoise

Contrainte de roulement pur:

Contrainte de non-glissement:

: angle de rotation entre le plan principal  
de la roue et l’axe de rotation des roulettes 
(              pour une roue suédoise 45°) 

: vitesse de rotation des roulettes

: rayon des roulettes

Zoom sur une roue suédoise 45°

: rayon de la roue

<latexit sha1_base64="jV8+/i0sFHUdSWpKThcx3U2yTVE="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="9i66ZxqWJuRfx7hTV81rEmOKNaI="></latexit>

✓<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="YcL1wDxprdl4MwMqk7ALxn5tiyk="></latexit>�

<latexit sha1_base64="YcL1wDxprdl4MwMqk7ALxn5tiyk="></latexit>�

<latexit sha1_base64="/HJGeB0yHYm2qJLyuehWMDTaewY="></latexit>

'̇sw

<latexit sha1_base64="/HJGeB0yHYm2qJLyuehWMDTaewY="></latexit>

'̇sw

<latexit sha1_base64="LXomz1PAaL8IpuVKKDPq2HQ9IRM="></latexit>rsw

<latexit sha1_base64="j7dbPzEN26OCKNaa0LOBiRjIXAw="></latexit>rsw

<latexit sha1_base64="hLk4LaEsDrWCN3FIAaAvMbXkcLg="></latexit>

� = ⇡/4

<latexit sha1_base64="eoy7XARzD7CqcBznrJ3wpEdAEWk="></latexit>

[cos(↵+�+�), sin(↵+�+�), ` sin(�+�)]RT (✓) q̇I � r'̇ sin � � rsw'̇sw = 0

<latexit sha1_base64="QdudjzcaBUHFYPTUyGDytRsqU34="></latexit>

[sin(↵+ � + �), � cos(↵+ � + �), �` cos(� + �)]RT (✓) q̇I � r'̇ cos � = 0

<latexit sha1_base64="S2BFzlxDidpLFqRrRFAh3hPJxvQ="></latexit>r

<latexit sha1_base64="S2BFzlxDidpLFqRrRFAh3hPJxvQ="></latexit>r
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Roue suédoise

• : rue suédoise 90°. La contrainte de roulement pur devient
la contrainte de roulement pur de la roue standard fixe. Il n’y a pas             
de contrainte de non-glissement

Remarque (comportement variable selon la valeur de   )

• : les axes des roulettes sont parallèles à l’axe de 
rotation de la roue. La contrainte de non-glissement devient la 
contrainte de non-glissement de la roue standard fixe. La roue ne 
doit pas rouler car il y a les roulettes: la contrainte de roulement
pur disparâit. Il s’agit d’un cas dégénéré !

roue

roue

roulette

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="jV8+/i0sFHUdSWpKThcx3U2yTVE="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="MWnFWaBCtOymjV967Qa/TLBiupM="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="9i66ZxqWJuRfx7hTV81rEmOKNaI="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="YcL1wDxprdl4MwMqk7ALxn5tiyk="></latexit>�

<latexit sha1_base64="MuvIADe7ARcNR8rBbMCwcqqh/a0="></latexit>

� = ⇡/2

<latexit sha1_base64="/7k0/htUpUtwRR3HjRO3K9P3GiI="></latexit>

� = 0

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`
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Contraintes de non-glissement et de roulement pur 
• On peut écrire d’une façon compacte les contraintes de non-glissement
et de roulement pur pour toutes les roues d’un robot

Contraintes de non-glissement

Nombre de roues fixes Nombre de roues centrées/décentrées
orientables :

avec

où

: vecteur des angles des roues centrées orientables

Soit

• Pour plus de simplicité, on considérera seulement les roues standards

(uniquement roues fixes             
et centrées orientables)

<latexit sha1_base64="nHDIPsYwa3WXS4glIfk1GRZ556k="></latexit>

N = Nf + Nso

<latexit sha1_base64="/Eg321XSMQD7rnfz//QaLpJTZT4="></latexit>

Nso = Ns + No

<latexit sha1_base64="+jNtxJk81ePkmECgbhNsYVqcmvY="></latexit>

�s 2 RNs

<latexit sha1_base64="WJvij/K+sny2S5rl4pT0Fm4pdQQ="></latexit>

C⇤
1(�s)R

T (✓) q̇I = 0

<latexit sha1_base64="kKla2vXn1FWad5D4RUdprIlkPOE="></latexit>

C⇤
1(�s) =

"
C1f

C1s(�s)

#
<latexit sha1_base64="KIiG71PfS3aOUvB+pUbUkltIImM="></latexit>

C1f 2 RNf⇥3, C1s(�s) 2 RNs⇥3
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Contraintes de roulement pur

où

avec

: matrice diagonale avec les rayons
des    roues

: vecteur des angles de rotation propre des roues

: vecteur des angles des roues centrées/décentrées orientables

Contraintes de non-glissement et de roulement pur 

<latexit sha1_base64="q/5tDBCD2utTy3cJmVkqNcSB8wY="></latexit>

J1(�so)R
T (✓) q̇I � J2 '̇ = 0

<latexit sha1_base64="3wwsTooAZ9nIhSEzaf4ry6EHeDA="></latexit>

J1(�so) =

"
J1f

J1so(�so)

#
<latexit sha1_base64="dEh4RsvBEoIpyhBDtYNk54ovc5s="></latexit>

J1f 2 RNf⇥3, J1so(�so) 2 RNso⇥3

<latexit sha1_base64="RhVj2CUXUZWLsZp/995OAt3Wcks="></latexit>

N
<latexit sha1_base64="ZuW0vP5pUIRu9yQw3g5UimKmdXo="></latexit>

' =


'f

'so

�
2 RN

<latexit sha1_base64="zX4eb8GJ1ob2/jeecRPTvkh+teI="></latexit>

�so 2 RNso

<latexit sha1_base64="4v8IwLLbGtyqgVVy3xyBYl8a9ww="></latexit>

J2 = diag(r1, r2, . . . , rN ) 2 RN⇥N
<latexit sha1_base64="6sV3gi9rtcuWcvuGyLtPSMKcoa8="></latexit>ri
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Degré de mobilité

Définition:

Pour des robots mobiles d’intérêt pratique et     doivent satisfaire
les trois conditions suivantes:

: robots sans roues orientables

: possible seulement pour des robots
sans roues fixes

:  si aucun mouvement possible; il faut quea)

b)

c)

Degré de dirigeabilité

Degré de manœuvrabilité 

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="yZdMSopK+xIs04ZeWSG0t1Xe/MQ="></latexit>

�M = �m + �s

<latexit sha1_base64="LedSPfxv+QdP3bfe7EXT//+YzpQ="></latexit>

2  �m + �s  3

<latexit sha1_base64="Q8jDeGx2YeE1oGIiwRY5NV3oLe4="></latexit>

�m
<latexit sha1_base64="vKieViuK9ptU7N7bSTVtYkwsyDc="></latexit>

�s

<latexit sha1_base64="54mj5PleXeE38kZysKGbZuHsc4k="></latexit>

�m = 3 � rank[C⇤
1(�s)]

<latexit sha1_base64="AJ1SBTlzffKuFkkCAuAuzB8EdlE="></latexit>

�s = rank[C1s(�s)]

<latexit sha1_base64="JFGpgsboE0jX8R6z4C8MDyWw4EM="></latexit>

1  �m  3

<latexit sha1_base64="rDnB6XZk5oybzE0nD+M1r8M6AgQ="></latexit>

0  �s  2

<latexit sha1_base64="KHW4ZyOVoeSr8IGP7xkyM3vqr+Y="></latexit>

rank[C⇤
1(�s)] = 3

<latexit sha1_base64="6Q4wN/a4JPn2qVNbNruob8BTbiE="></latexit>

�m � 1

<latexit sha1_base64="nCLWTWLLKF4kpwINZzC5z0/+K04="></latexit>

�s = 2

<latexit sha1_base64="E04exZ0+rFNCxerhah7YwRDijoU="></latexit>

�s = 0
<latexit sha1_base64="dtaWWHyhm14vqrP9XTK6ehQtdxg="></latexit>

(Ns = 0)

<latexit sha1_base64="R2IPKmBbsvhXwj7DDMb7lsVW3tI="></latexit>

(Nf = 0)
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• En conclusion, seulement 5 couples             sont acceptables:

• On parle alors d’un robot de type

Robots à 3 roues pour chaque type admissible (cf. “les 5 classes cinématiques”) 

3 2 2 1 1
0 0 1 1 2

UnicycleOmnidirectionnel

Manœuvrabilité d’un robot

Omni-steer Tricycle Two-steer

(3, 0) (2, 0) (2, 1) (1, 1) (1, 2)

Remarque: le symbole indique une roue omnidirectionnelle (sphérique ou suédoise) 
ou une roue pivot: le type de roue choisie n’a pas d’impact sur la manœuvrabilité du robot

<latexit sha1_base64="ZzZkLvcZKIOiCHpfO/pPDmLtqVg="></latexit>

(�m, �s)

<latexit sha1_base64="ZzZkLvcZKIOiCHpfO/pPDmLtqVg="></latexit>

(�m, �s)

<latexit sha1_base64="Q8jDeGx2YeE1oGIiwRY5NV3oLe4="></latexit>

�m
<latexit sha1_base64="vKieViuK9ptU7N7bSTVtYkwsyDc="></latexit>

�s
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• Deux roues standards fixes de rayon

Remarque: La roue folle peut être
ignorée dans notre étude

Exemple 1 (robot unicycle)

Roue
folle • Roue droite:

(N.B. un roulement positif produit un 
mouvement dans la direction        )

• Roue gauche:

• Pas de roues orientables, donc:

Vecteur des angles de rotation 
propre des roues (droite et gauche) 

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="aM2D0gQjDW0a0wijUs5Uw+O1v8U="></latexit>

↵ = �⇡/2, � = ⇡

<latexit sha1_base64="6poxJTw9FjpI1Gp+Td2ionKw1w8="></latexit>

↵ = ⇡/2, � = 0

<latexit sha1_base64="rRsq7s7uuZgL10QBTMclC1ckHQ8="></latexit>'g

<latexit sha1_base64="YqX7s+0GZf6ojwWkp2+uk+ejgtU="></latexit>'d

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`
<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="+owSV9LscG1MB1bdFJarUOQF2H0="></latexit>r

<latexit sha1_base64="Wkfc6qAuz/9e692bKO+SLLdzSCc="></latexit>

+xR

<latexit sha1_base64="akBwbygWcGXEVM8619LjYJJutoI="></latexit>

C⇤
1(�s) = C1f , J1(�so) = J1f , ' =


'd

'g

�
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• Les deux roues sont parallèles: on obtient seulement une équation indépendante
pour la contrainte de non-glissement:

En conclusion:

(2 DDL du châssis du robot sont manipulables
à travers des changements de vitesse des roues)

Matrice diagonale 2 × 2 avec 
les rayons des deux roues

• Pour les contraintes de roulement pur:

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="ZgePSmc6FmYI53ofUNB+JK+Cirk="></latexit>

�m = 3� rank(C1f ) = 3� 1 = 2

�s = rank(C1s(�s)) = 0

�M = �m + �s = 2

<latexit sha1_base64="Le9TArAqF3YxAcDtGC+n5o1FYT0="></latexit>

C1f RT (✓) q̇I = [0 1 0]RT (✓) q̇I = 0

<latexit sha1_base64="6UolXEW4VuRW+k2fy4zYurQc2SQ="></latexit>

J1f RT (✓) q̇I � J2 '̇ =

"
1 0 `

1 0 �`

#
RT (✓) q̇I �

"
r 0

0 r

#"
'̇d

'̇g

#
=

"
0

0

#
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Exemple 2 (vélo à roues fixes)

ou de façon équivalente:

• Deux roues standards fixes de rayon

• Roue avant:

• Roue arrière:

• Pas de roues orientables, donc:

Vecteur des angles de rotation propre
des roues (avant et arrière) 

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="G+phBUzn+g1HKy7+Qtu4Z4W5D9g="></latexit>'a

<latexit sha1_base64="E0dOlsGZTI7dzJS2EiTcZLTC1gk="></latexit>'r

<latexit sha1_base64="JwuolSUHiN3PjbF4Wz9Mn/+r/wg="></latexit>

C⇤
1(�s) = C1f , J1(�so) = J1f , ' =


'a

'r

�

<latexit sha1_base64="iJnslfpSmsCZnUntFZcW2MkARzo="></latexit>

↵ = 0, � = ⇡/2
<latexit sha1_base64="9zUfr4QV3vU18UZxpIrdzBs3qcc="></latexit>

↵ = ⇡, � = �⇡/2

<latexit sha1_base64="Xq4ZWnATmGOExQTWXA4ADwflTJg="></latexit>

↵ = �⇡, � = 3⇡/2

<latexit sha1_base64="+owSV9LscG1MB1bdFJarUOQF2H0="></latexit>r
<latexit sha1_base64="nRGhu+JnB2Mb70PZe2+t3OpxltI="></latexit>�

<latexit sha1_base64="nRGhu+JnB2Mb70PZe2+t3OpxltI="></latexit>�



39

Contraintes de non-glissement

Roue avant:

Roue arrière:

On peut récrire les deux équations précédentes de façon compacte comme:

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="b1QF0nVbYEREpH/tcXLHEDhX6fM="></latexit>

C1f R
T (✓) q̇I =

"
0 1 `

0 1 �`

#
RT (✓) q̇I =

"
0

0

#

<latexit sha1_base64="6fG1vSJCcFC6KGA3IY9uXo0U1fI="></latexit>

[cos(↵+ �), sin(↵+ �), ` sin�]RT (✓) q̇I = [cos(⇡/2), sin(⇡/2), ` sin(⇡/2)]RT (✓) q̇I

= [0 1 `]RT (✓) q̇I = 0

<latexit sha1_base64="Rj3DgEGnRBxoEpdvXwBCp+Cobn8="></latexit>

[cos(↵+ �), sin(↵+ �), ` sin�]RT (✓) q̇I = [cos(⇡/2), sin(⇡/2), ` sin(�⇡/2)]RT (✓) q̇I

= [0 1 � `]RT (✓) q̇I = 0
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Contraintes de roulement pur

Roue avant:

Roue arrière:

On peut récrire les deux équations précédentes de façon compacte comme:

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="5rhwX1i5xpFCeGXspFO4A/2J1V8="></latexit>

[sin(↵+ �), � cos(↵+ �), �` cos�]RT (✓) q̇I � r'̇a

= [sin(⇡/2), � cos(⇡/2), �` cos(⇡/2)]RT (✓) q̇I � r'̇a

= [1 0 0]RT (✓) q̇I � r'̇a = 0

<latexit sha1_base64="kLWNBClqzV5gkzD77hxlxs+79e0="></latexit>

[sin(↵+ �), � cos(↵+ �), �` cos�]RT (✓) q̇I � r'̇r

= [sin(⇡/2), � cos(⇡/2), ` cos(⇡/2)]RT (✓) q̇I � r'̇r

= [1 0 0]RT (✓) q̇I � r'̇r = 0

<latexit sha1_base64="yeJdTifLpvXriaLC8rpVaJNdnl4="></latexit>

J1f R
T (✓) q̇I � J2 '̇ =

"
1 0 0

1 0 0

#
RT (✓) q̇I �

"
r 0

0 r

#"
'̇a

'̇r

#
=

"
0

0

#
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En conclusion:

• Seulement 1 DDL du châssis du 
robot peut être directement manipulé
à travers des changements de vitesse
des roues

• Le degré de mobilité du vélo est
inférieur à celui du robot unicycle

comme pour le robot unicycle:     
pas de braquage de roues !

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="ZDjfLbh8Nkr+59pXwAdevcXm6tI="></latexit>

�s = rank(C1s(�s)) = 0

<latexit sha1_base64="MWCtRWxcSx8avA1uuFAfuMhycYQ="></latexit>

�s = 0

<latexit sha1_base64="vzSP6V0R/mbpVCEhZmSI/IoidY0="></latexit>

�m = 3� rank(C1f ) = 3� rank

 "
0 1 `

0 1 �`

#!
= 3� 2 = 1

<latexit sha1_base64="ge9m+P9kS3oxjAa36nr9sBOadd0="></latexit>

�M = �m + �s = 1 + 0 = 1
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Exercice (vélo avec roue avant orientable)

1. Montrer que

et mettre le résultat en rapport avec celui de l’Exemple 2

2. Déterminer le degré de manœuvrabilité d’un vélo avec roue avant fixe et roue 
arrière orientable (N.B. il a été démontré que ce type de vélo n’est pas impossible 
à conduire, mais qu’il demande beaucoup plus d’effort pour la commande)

Manœuvrabilité d’un robot

<latexit sha1_base64="ZZJFjA6jaHyYfCcqhNuBLUOQcPM="></latexit>yI

<latexit sha1_base64="B0rDV6ewFe8JFRVbcvgUpBc8Rps="></latexit>xI

<latexit sha1_base64="yeHyjk6/r7ZjJt5ct3G33+KENDA="></latexit>xR

<latexit sha1_base64="I8dddpr0phzWN0sF9HYN7oD6SoM="></latexit>yR

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="G+phBUzn+g1HKy7+Qtu4Z4W5D9g="></latexit>'a

<latexit sha1_base64="E0dOlsGZTI7dzJS2EiTcZLTC1gk="></latexit>'r

<latexit sha1_base64="lAAeD8LltBu1s/lGAYRAWRp5C98="></latexit>

`

<latexit sha1_base64="Q7E7kb42lPbCBGp+2zqjTDOe3OY="></latexit>

� = �a(t)

<latexit sha1_base64="zkccw1TuMhUKPBkzMiRI7WRrL70="></latexit>

�m = �s = 1

<latexit sha1_base64="nRGhu+JnB2Mb70PZe2+t3OpxltI="></latexit>�

<latexit sha1_base64="nRGhu+JnB2Mb70PZe2+t3OpxltI="></latexit>�
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« Relation inverse » entre la commandabilité et la 
manœuvrabilité d’un robot (une définition mathématique 
rigoureuse de commandabilité existe, mais elle ne sera pas 
présentée dans ce cours)

Exemple I : Déplacement d’un robot omnidirectionnel             
à 3 roues décentrées orientables
� La conversion de la vitesse longitudinale et angulaire        

du robot en commande individuelle des roues demande      
un traitement important

� Le robot est très manœuvrable                                     
mais il est peu commandable

Commandabilité d’un robot
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Exemple II : Déplacement rectiligne
� Robot de type tricycle (ou voiture)
◦ Simple: bloquer la roue orientable et rouler

� Robot unicycle à conduite différentielle
◦ Les deux moteurs des deux roues doivent    
fournir exactement le même profil de vitesse
◦ Difficile: variantes entre les roues et les moteurs

� Robot à 4 roues suédoises (ex. Uranus)
◦ Très difficile: les quatre roues suédoises doivent 
avoir exactement la même vitesse pour que le 
robot suive une ligne droite

Commandabilité d’un robot
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• D’une manière générale, plus un robot mobile est manœuvrable, 
plus l’estimation de trajectoire à partir du roulement des roues  
(odométrie) sera imprécise à cause des dérapages, glissements, etc.

• Plus la manœuvrabilité d’un robot mobile est élevée, moins          
le robot est commandable aisément, ne serait-ce que pour un 
mouvement simple

Stabilité, manœuvrabilité et commandabilité

• En résumé, il n’y a pas une configuration idéale pour la locomotion 
à roues qui maximise simultanément la stabilité, la manœuvrabilité 
et la commandabilité

• Des tendances claires existent, réalisant un compromis               
de ces trois besoins
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Locomotion hybride 

Jambes à roues
Roues au bout des jambes pour combiner les avantages

� Adaptation passive au terrain

Ex. Suspension “rocker-bogie” des  
rovers d’exploration sur Mars

Ex. Shrimp (EPFL)
� Six roues motorisées
� Franchit des « grands » 

obstacles (ex. marches)

Shrimp

• Bonne manœuvrabilité en terrain brut
• Inefficaces sur sol plat: commande sophistiquée

Jambes

<latexit sha1_base64="IJ7r0exY5hEi30TiKrZRFqZLLfs="></latexit>(
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Locomotion hybride 

Ex. Personal Rover (CMU)
� Franchit les obstacles                                                             

en déplaçant le centre de 
gravité grâce à un                              
balancier

Personal Rover

Balancier

• Bonne manœuvrabilité en terrain brut
• Inefficaces sur sol plat: commande sophistiquée

Jambes

<latexit sha1_base64="IJ7r0exY5hEi30TiKrZRFqZLLfs="></latexit>(

Ex. ANYmal génération C (ETH et Swiss-Mile)
• Quatre roues motorisées
• Hybride entre une voiture,                        

un robot humanoïde et un                   
robot quadrupède



Whegs: « legged wheels »              
ou roues à jambes

Ex. Wheel Transformer        
(Seoul National University*)

Ex. Zebro (TU Delft, Robotics
Institute) et RHex (Boston 
Dynamics)
• Six whegs semicirculaires

Wheg

48

* "Wheel Transformer: A Wheel-Leg Hybrid Robot With 
Passive Transformable Wheels”, Y.-S. Kim, G.-P. Jung,    
H. Kim, K.-J. Cho, C.-N. Chu.  IEEE Trans. Robotics,     
vol. 30, n. 6 pp. 1487-1498, 2014

Locomotion hybride 



Ex. OmniWheg (ShanghaiTech University*)
• Quatre whegs omnidirectionnelles (suédoises 45°)

49

* "OmniWheg: An Omnidirectional Wheel-Leg Transformable Robot”, R. Cao, J. Gu, C. Yu, 
A. Rosendo, in Proc. IEEE/RSJ Int. Conf. Intel. Robots Syst., 2022

Locomotion hybride 



Ch. 2: Robotique Mobile

� Petit historique

� Applications, systèmes, locomotions 

� Marché mondial et besoins technologiques

Partie 2

Partie 3

Partie 1

Partie 4� Effecteurs et actionneurs

Partie 5� Robots mobiles à jambes, à roues et aériens
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Classification générale des engins aériens

Plus léger que l’air Plus lourd que l’air

Non motorisé Motorisé

Ballon libre Dirigeable

Non motorisé Motorisé

Planeur

Autogire

Autogire ou gyrocopter
Hexarotor

Voilure fixe

Hybride

Voilure battanteVoilure tournante

Multi-rotor

Engin aérien
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Quadrirotors

• Très agile et manœuvrable

• VTOL et vol stationnaire

• Autonomie limitée (15-30 min)
§ Batteries spéciales (LiPo)

• Charge utile limitée (quelques kilos)

Quadrirotor: micro hélicoptère (électrique) à quatre hélices

• Entrée de commande: vitesse angulaire
des quatre hélices

• Configuration des moteurs: cross-flyer ou X-flyer

• Système sous-actionné (4 entrées vs 6 DDL): 
véhicules “omnidirectionnels” proposés récemment

• Capteurs embarqués: gyroscopes, accéléromètres
et magnétomètres à 3 axes

• Lois de commande non linéaires (stabilisation, 
suivi de trajectoire 3D)

“Quad Rotorcraft Control: Vision-Based Hovering and Navigation"
L. Carrillo, A. López, R. Lozano, C. Pégard, Springer, 2013

Configuration cross-flyer

Pitch

Roll
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• Prix: 300 €
• Taille: 451 × 517 mm
• Moteurs: 4 sans balais, 14.5W, 28500 RMP
• Poids à vide: 420 g
• Pas de charge utile
• 2 cameras (avant et vers le sol)
• Max vitesse enregistrée: 11 m/s
• Max altitude enregistrée: 200 m
• Contrôle: smartphone
• Autonomie: 12 min.

AR.drone de Parrot
Pelican de AscTec

• Prix: à partir de 5000 €
• Taille: 651 × 651 × 188 mm
• Moteurs: 4 sans balais (sensorless), 
max 160 W
• Poids à vide: 620 g
• Max poids au décollage: 1650 g
• Rayon d'action: 1 km2

• Max charge utile: 650 g
• Max vitesse: 3-16 m/s
• Max taux de montée: 8 m/s
• Autonomie: 15-20 min.

Quadrirotors: exemples

www.parrot.com
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• Prix: 1500 €
• Dimensions: 322 × 242 × 84 mm
• Batterie Lipo 4S: capacité 3859 mAh, tension 15.4 V
• Poids au decollage: 907 g
• Distance de vol max (à une vitesse constante de 50 km/h): 18 km 
• Max vitesse ascensionnelle et de descente: 5 m/s et 3 m/s
• Max vitesse de vol (au niveau de la mer, sans vent): 72 km/h
• Temps de vol max (sans vent, vitesse constante de 25 km/h): 31 min.

Mavic 2 Pro de DJI
www.dji.com

Quadrirotors: exemples
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Volocopter 2X (multi-rotor à deux places en production depuis 2018):

• Tests effectués à Dubai et à Rome (service de taxi)

• 18 hélices propulsées par des moteurs électriques

Multi-rotors à l’échelle humaine ... 
Urban Air Mobility : NASA, Uber, Volocopter, Airbus, Boeing, etc.
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Engins aériens à voilure fixe et dirigeables

• Moins agiles que les quadrirotors

• Fiables et robustes

• Bonne autonomie

• La charge utile peut être élevée

• Contrôle relativement simple

• Lents et peu manœuvrables

• Stables (peu de vibrations)
• Adaptés à la surveillance

• Bonne autonomie

• Contrôle simple

• Vent et turbulences peuvent être critiques

Maveric de Prioria

Dirigeables

DISCO de Parrot

Voilure fixe
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Voilure
fixe Multi-rotor Voilure

battante Autogire Dirigeable

Coût énergétique 2 1 2 2 3

Coût du contrôle 2 1 1 2 3

Charge utile/volume 3 2 2 2 1

Manœuvrabilité 2 3 3 2 1

Vol stationnaire 1 3 2 1 3

Vol à basse vitesse 1 3 2 2 3

Vulnérabilité 2 2 3 2 2

VTOL (Vertical Take-off 
and Landing) 1 3 2 1 3

Endurance 2 1 2 1 3

Miniaturisation 2 3 3 2 1

Usage à l’intérieur 1 3 2 1 2

Total 19 25 24 18 25

1 = mauvais, 3 = bonComparaison des principes de vol


