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Plan du cours

Chapitre 1 : Introduction

1.1  Définitions

1.2  Constituants d’un robot

1.3  Classification des robots

1.4  Caractéristiques d’un robot

1.5  Générations de robots

1.6  Programmation des robots

1.7  Utilisation des robots

Chapitre 2 : Fondements Théoriques

2.1 Pose d’un corps rigide

• Matrices de rotation et autres représentations de l’orientation
• Transformations homogènes
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Chapitre 3 : Modélisation d’un Robot

2.2  Cinématique
• Dérivée d’une matrice de rotation
• Vitesse angulaire d’un repère
• Mouvement de corps rigide
• Torseur cinématique

3.1  Modèle géométrique
• Convention de Denavit-Hartenberg
• Modèle géométrique direct
• Modèle géométrique inverse

3.2  Modèle cinématique

• Modèle cinématique direct
• Modèle cinématique inverse

Plan du cours
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Exemples

Modèle géométrique direct
d’un manipulateur
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Remarques: 

• L’origine du repère 0 est située à l’intersection des axes et de façon que

• L’origine du repère 2 est située à l’intersection des axes et 

2 – Manipulateur sphérique

<latexit sha1_base64="TGLK9xB3MHgvuQ8tUwave7yhQKo="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="Z6xw0fevtcXZ90W4YDl2wAy6/1I="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="eX9k6geOotH8AN/LPlAjlmVpvWI="></latexit>

O0

<latexit sha1_base64="XHcvswioXpDwjDkYugZKrXr5PYs="></latexit>

O2
<latexit sha1_base64="BbdfVLmZuERD1ddqS54uX+flLDo="></latexit>

d2

<latexit sha1_base64="aQK/RdVflVWFECzxG8SuHLhoJUo="></latexit>z0
<latexit sha1_base64="BVWI6Ai5Wz20a3REBOve9DLrjks="></latexit>z1

<latexit sha1_base64="BVWI6Ai5Wz20a3REBOve9DLrjks="></latexit>z1
<latexit sha1_base64="Ih9fHLEbdtyQG5BH8dYwU2xGDIQ="></latexit>z2

<latexit sha1_base64="y7moh9Zdv4qtGoHssrwj8wmCNmA="></latexit>

d1 = 0

<latexit sha1_base64="aUr1KGTX6z+Lovrln4b/9hx8RsI="></latexit>

d3
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Nous avons deux articulations rotoïdes et une articulation prismatique,      
donc il faut déterminer 3 matrices de transformation:

Segment ai ai di qi
1 0 _p/2 0 q1

2 0 p/2 d2
* q2

3 0 0 d3 0

Manipulateur sphérique

Tableau des paramètres de DH (* veut dire que d2 n’est pas une variable artic.)

La 1re transformation est:
<latexit sha1_base64="NhYaYnUwBtvecjHK4L8XHTQEcRU="></latexit>

A0
1(✓1) =

"
Rz(✓1)Rx(�⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓1 0 � sin ✓1 0

sin ✓1 0 cos ✓1 0

0 �1 0 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="ZKDp5hu8jXARS60khZXtfGomyO8="></latexit>

A0
1(✓1), A

1
2(✓2), A

2
3(d3)



7

segm.

articul. 

segm.

articul. articul. 

Transformation homogène de DH

axe 

,

avec

Rappel:

<latexit sha1_base64="sXWNFfACBxohoTAQ6zV8p14YERk="></latexit>

Ai�1
i (qi)

<latexit sha1_base64="kLDsL2D3AcTzQMIB36sHFrnf/1M="></latexit>

Ai�1
i0 =

2

6664

cos ✓i � sin ✓i 0 0

sin ✓i cos ✓i 0 0

0 0 1 di

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="VYcRec5ukQ4pM3H3SZLXHSo92L4="></latexit>

Ai0

i =

2

6664

1 0 0 ai

0 cos↵i � sin↵i 0

0 sin↵i cos↵i 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="4k1YLAUYQV/ON40WY/zpJY4F2w0="></latexit>

Ai�1
i (qi) = Ai�1

i0 Ai0

i

<latexit sha1_base64="NliBF4XCGLJ4nqzzADtn208k6IM="></latexit>ai
<latexit sha1_base64="QU7fLzW2DMDaxZ/vKmLexINzjzo="></latexit>

✓i
<latexit sha1_base64="8MB0KjInzbWGeoCa90SqsrPoKhs="></latexit>

di

<latexit sha1_base64="sBHj2PhU/mIbilv8OaKrcowHeYo="></latexit>↵i

<latexit sha1_base64="eU+F9yE+sNK60whBzaydIHQSn/A="></latexit>ai�1

<latexit sha1_base64="8NvDCxAh/YfX7LAbE6t9JB37ln8="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="8NvDCxAh/YfX7LAbE6t9JB37ln8="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="Bzg0xo4am4J2dtjcRYmp+w7RbHQ="></latexit>

i� 1 <latexit sha1_base64="fWlrWQvdzR2Vk13mJbKgGwxzLw4="></latexit>

i+ 1

<latexit sha1_base64="0MWpbGO5CRe76yAzsUwozDGuHSI="></latexit>

i� 1
<latexit sha1_base64="zFA/DNHlAP/7drIoJP+UIsWAfbA="></latexit>

i
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Manipulateur sphérique

En effet, graphiquement:

x0

y0

z0

x1

z1

y1

z1’

y1’

x1’

z1’

Dans notre cas

y1’

x1’

(1re ligne du tableau de DH)
<latexit sha1_base64="NhYaYnUwBtvecjHK4L8XHTQEcRU="></latexit>

A0
1(✓1) =

"
Rz(✓1)Rx(�⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓1 0 � sin ✓1 0

sin ✓1 0 cos ✓1 0

0 �1 0 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="lPgJGfWsHdiC7XryqHJfy1eoRrg="></latexit>

a1 = 0, ↵1 = �⇡/2, d1 = 0, ✓1 6= 0

<latexit sha1_base64="hC2nAqiBmuS6BUj4yUTNtdq/JJc="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="RICfbk+bpRKm2gE6etRcxEYCZe4="></latexit>

↵1 = �⇡/2
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Graphiquement:

x1

z1

y2

y1

z2

x2

Maintenant,                                                   (2e ligne du tableau de DH):

Manipulateur sphérique

<latexit sha1_base64="1KitUk1AA1Rn70KKa3lkJFwwaYw="></latexit>

A1
2(✓2) =

2

664
Rz(✓2)Rx(⇡/2)

0
0
d2

0 0 0 1

3

775 =

2

6664

cos ✓2 0 sin ✓2 0

sin ✓2 0 � cos ✓2 0

0 1 0 d2

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="6L5TbL40z7AeFWYZINgs5K8t8Cw="></latexit>

a2 = 0, ↵2 = ⇡/2, d2 6= 0, ✓2 6= 0

<latexit sha1_base64="PjJ2e8jGKc7n5El9UyVap8p/Cw4="></latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="KN3zLW85DxKUTIW91tmokjiIJY4="></latexit>

d2

<latexit sha1_base64="FyVlKncCjjKCE9ux/tyiKFhiJ2M="></latexit>

↵2 = ⇡/2
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Conclusion:
y2

z2

x2

y3

z3

x3

où

Il est évident que la 3e articulation n’a aucun effet
sur l’orientation de l’effecteur

et

Enfin (3e ligne du tableau de DH):

Manipulateur sphérique

<latexit sha1_base64="7FKYXl+Q92h20IcKMP09RNFHtp4="></latexit>

A2
3(d3) =

2

664
I3

0
0
d3

0 0 0 1

3

775 =

2

6664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 d3

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="ZJqV4VntqCGQo9JY68DTFHh287A="></latexit>

T0
3(q) = A0

1 A
1
2 A

2
3 =

2

6664

c1c2 �s1 c1s2 c1s2d3 � s1d2

s1c2 c1 s1s2 s1s2d3 + c1d2

�s2 0 c2 c2d3

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="09kra9WWGmMQX2RL9Jiok1I3KBU="></latexit>

c1 = cos ✓1, s1 = sin ✓1

<latexit sha1_base64="YX25J8gkwiq3o2C1MfTOQsBP0DY="></latexit>

d3

<latexit sha1_base64="5+4wCh8ixBCYbgbCtntOG9vDS5I="></latexit>

a3 = 0, ↵3 = 0, d3 6= 0, ✓3 = 0

<latexit sha1_base64="kUCG4QENP2ejH5FV9177wRG4shQ="></latexit>

q = [✓1, ✓2, d3]
T
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Remarques: 
• L’orientation du vecteur unitaire est déterminée uniquement par la 1re articulation, 
car l’axe de la 2e articulation est parallèle à l’axe

• Dans le manipulateur sphérique, le repère 3 peut représenter le repère d’un effecteur
(pince), donc et

Manipulateur sphérique

=

<latexit sha1_base64="ml/xb5vw+FO7CFUrmvLnHMy7QNQ="></latexit>y3
<latexit sha1_base64="lGu+D3B8J2ssE4qwb9ToA8FuGAg="></latexit>z1

<latexit sha1_base64="/st8GY5pnliMeUyPtb4xl+QB2FY="></latexit>

T3
e = I4

<latexit sha1_base64="IW84IWRnRXEd6euU6+iTDMms33g="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="2ZyBQG+c95kKC6AZErSN1Ki9GXE="></latexit>

d3
<latexit sha1_base64="Xd2q4VaDEMW5vMF18ZZ6jy6afsI="></latexit>

d2

<latexit sha1_base64="HH/lx3dclXmJt6hvdW7BEUXsNPg="></latexit>

T0
e = T0

3

<latexit sha1_base64="ml/xb5vw+FO7CFUrmvLnHMy7QNQ="></latexit>y3

=

<latexit sha1_base64="iNpShAsuLub1gpj5BlS2u43K/dU="></latexit>

y0
3
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3 - Manipulateur SCARA à 4 DDL

Exercice:

1. Positionner les repères et 
déterminer les paramètres de DH            
du manipulateur SCARA à 4 DDL 
montré dans la figure

2. Calculer le modèle géométrique
direct du manipulateur

3.  Les coordonnées du point P dans 
le repère 0 de la base, sont:

Déterminer les coordonnées du 
même point dans le référentiel
de l’effecteur

4.  Écrire une fonction MATLAB qui prend en entrée les valeurs des variables 
articulaires du robot et les coordonnées du point P dans le repère de la 
base, et qui renvoie les coordonnées du point P dans le repère de l’effecteur

<latexit sha1_base64="vD2oeZ+GqzJ6YScjiTpptcJadOg="></latexit>

d4

<latexit sha1_base64="2ZyBQG+c95kKC6AZErSN1Ki9GXE="></latexit>

d3
<latexit sha1_base64="IW84IWRnRXEd6euU6+iTDMms33g="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="N+y5VZqyv7IJx54oAN4rXIO8RKc="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="yWm5Zky5EXv/R0NA873UG557mLc="></latexit>a1 <latexit sha1_base64="/lLoI8RYAwfRpCJdRbOjd1ALX/0="></latexit>a2
<latexit sha1_base64="Te7lsVu6TUxlQwUGCWGjwRq0w6M="></latexit>

O0

<latexit sha1_base64="gWofthVEKTdPVpbh9da4Cowq6X8="></latexit>

p0 = [1, 0, 0]T .

<latexit sha1_base64="ilAjh0ISbnWas8sT4lC0f6+s1pU="></latexit>z0
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Remarques:
• Le manipulateur anthropomorphe correspond à un manipulateur planaire
à deux segments avec une rotation supplémentaire autour d’un axe du plan

• L’origine du repère 0 est située à l’intersection des axes et de sorte que

• Les axes et sont parallèles et pour les axes et on peut faire le même
choix que pour le manipulateur planaire à 3 segments vu précédemment

4 – Manipulateur anthropomorphe

<latexit sha1_base64="TGLK9xB3MHgvuQ8tUwave7yhQKo="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="ZboxRmEhIfFpECLtpz7ym9LLoRg="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="aBvjLDLLAwbby/sdDuTs9qXM1pA="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="YVBJQ6DJjO4DWWlsHeu1jPEk6bk="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="Y50PhMn/Qt3fXA4/0S6FNQzaCtg="></latexit>a2<latexit sha1_base64="SJ7BGazLlUU1TEZMxOP5R6SNVxc="></latexit>

O0

<latexit sha1_base64="aQK/RdVflVWFECzxG8SuHLhoJUo="></latexit>z0
<latexit sha1_base64="BVWI6Ai5Wz20a3REBOve9DLrjks="></latexit>z1

<latexit sha1_base64="Ih9fHLEbdtyQG5BH8dYwU2xGDIQ="></latexit>z2

<latexit sha1_base64="y7moh9Zdv4qtGoHssrwj8wmCNmA="></latexit>

d1 = 0
<latexit sha1_base64="BVWI6Ai5Wz20a3REBOve9DLrjks="></latexit>z1

<latexit sha1_base64="oTsyPA1D46vrmbXTsuW95fvZw3o="></latexit>x1
<latexit sha1_base64="IY6eCYFrKsAeGsbO7BpxQl9LTvg="></latexit>x2
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Nous avons trois articulations rotoïdes

La 1re transformation est:

Segment ai ai di qi

1 0 p/2 0 q1

2 a2 0 0 q2

3 a3 0 0 q3

Manipulateur anthropomorphe

Tableau des paramètres de DH

<latexit sha1_base64="9iN2INFamy4QHy5gnZfYZzDpA6Y="></latexit>

A0
1(✓1) =

"
Rz(✓1)Rx(⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓1 0 sin ✓1 0

sin ✓1 0 � cos ✓1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

3

7775
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En effet, graphiquement:

x1

z1

y1z0

Manipulateur anthropomorphe

Nous avons (1re ligne du tableau de DH):
<latexit sha1_base64="HuwjEpZmZ9uUS4sl5ChW7oSv+b4="></latexit>

a1 = 0, ↵1 = ⇡/2, d1 = 0, ✓1 6= 0
<latexit sha1_base64="9iN2INFamy4QHy5gnZfYZzDpA6Y="></latexit>

A0
1(✓1) =

"
Rz(✓1)Rx(⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓1 0 sin ✓1 0

sin ✓1 0 � cos ✓1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="hC2nAqiBmuS6BUj4yUTNtdq/JJc="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="jM6n8bRUX/0NMGyu51KCORqLR70="></latexit>

↵1 = ⇡/2
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Pour les deux articulations rotoïdes restantes (l’articulation 2 et 3):

Conclusion:

où et

Remarque: Puisque est aligné avec , le repère 3 n’est pas un repère 
admissible pour l’effecteur. Pour y remédier, il faut introduire la transformation 
constante déjà vue avec le manipulateur planaire à 3 segments

Manipulateur anthropomorphe

<latexit sha1_base64="sHKcwcp+FT26sBmw++a48yrrxGQ="></latexit>

Ai
i�1(✓i) =

2

6664

cos ✓i � sin ✓i 0 ai cos ✓i

sin ✓i cos ✓i 0 ai sin ✓i

0 0 1 0

0 0 0 1

3

7775
, i 2 {2, 3}

<latexit sha1_base64="jyOeDY524vuc0TJ5Qjy1uZ/oN+o="></latexit>

T0
3(q) = A0

1 A
1
2 A

2
3 =

2

6664

c1c23 �c1s23 s1 c1(a2c2 + a3c23)

s1c23 �s1s23 �c1 s1(a2c2 + a3c23)

s23 c23 0 a2s2 + a3s23

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="v21iExNUXqyUREgj9/bMta/43lw="></latexit>

q = [✓1, ✓2, ✓3]
T <latexit sha1_base64="09kra9WWGmMQX2RL9Jiok1I3KBU="></latexit>

c1 = cos ✓1, s1 = sin ✓1
<latexit sha1_base64="J+POKsW/CPNmjiYPjlsRP5PhNmQ="></latexit>

c23 = cos(✓2 + ✓3), s23 = sin(✓2 + ✓3)
<latexit sha1_base64="Ih9fHLEbdtyQG5BH8dYwU2xGDIQ="></latexit>z2

<latexit sha1_base64="gj2av9e0twvau7XXFNSJW+qWfhI="></latexit>z3
<latexit sha1_base64="wvqIyJZcZUyiRJOYbmT5WIrTqXs="></latexit>

T3
e
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5 – Poignet de type rotule (ou poignet sphérique)

• Les variables des articulations sont numérotées à partir de “4” car le poignet
est typiquement monté sur le porteur à 3 DDL d’un robot à 6 DDL 

• Les 3 axes des articulations rotoïdes sont concourants (c'est-à-dire, les axes 
se coupent en un même point   , le point bleu en figure)

• Si les axes , et ont été fixés et l’axe a été choisi, la direction de 
et de reste indéterminée

<latexit sha1_base64="BqveP9VJNZhgbl0AokcTBYn/zLk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZdqwIY561FkDAz0vW1jeE/fyMyY="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="S+VMQ6EtbuOF3/ZcVs8uTJRA03Q="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="sSMlWERjQPez7fuqD4Ome1mWR/s="></latexit>

d6
<latexit sha1_base64="qJwf1qlmmlzMGxfYzKfDQu57fI8="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="qJwf1qlmmlzMGxfYzKfDQu57fI8="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="gj2av9e0twvau7XXFNSJW+qWfhI="></latexit>z3
<latexit sha1_base64="eJNZx6HF9wEIPQrSXPVQuTqzZz8="></latexit>z4

<latexit sha1_base64="h0bYuoMfwHBr+LXFolnN7zScnaY="></latexit>z5
<latexit sha1_base64="J/xG93rl7kLU46GedjlFiWtpiJk="></latexit>x5

<latexit sha1_base64="J+Ap6mIgquSgprsA0q6yP0+riH4="></latexit>x3
<latexit sha1_base64="WDKYnxtAQfDLLj7Kb1n9BnARLyc="></latexit>x4



18

Nous avons trois articulations rotoïdes

Segment ai ai di qi

4 0 _p/2 0 q4

5 0 p/2 0 q5

6 0 0 d6* q6

Poignet de type rotule

Tableau des paramètres de DH

La 1re transformation est (cf. la 1re transformation du manipul. sphérique):
<latexit sha1_base64="/cfE6Xa7JI61LdJ0rDqgfFXtCrQ="></latexit>

A3
4(✓4) =

"
Rz(✓4)Rx(�⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓4 0 � sin ✓4 0

sin ✓4 0 cos ✓4 0

0 �1 0 0

0 0 0 1

3

7775
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Graphiquement:

Poignet de type rotule

x4

z4

z3

x3

Nous avons (1re ligne du tableau de DH):
<latexit sha1_base64="9qvZIKxsR/h6mVoj1gid2PqTzD4="></latexit>

a4 = 0, ↵4 = �⇡/2, d4 = 0, ✓4 6= 0
<latexit sha1_base64="/cfE6Xa7JI61LdJ0rDqgfFXtCrQ="></latexit>

A3
4(✓4) =

"
Rz(✓4)Rx(�⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓4 0 � sin ✓4 0

sin ✓4 0 cos ✓4 0

0 �1 0 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="BqveP9VJNZhgbl0AokcTBYn/zLk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZdqwIY561FkDAz0vW1jeE/fyMyY=">AAACjHicbVHRTtswFHUz2CAwKOORl4h20p6qBK3aJITENIR4QTCJAlITVY5z01qNHct2ujHLX7LX7aP4G5w2DwtwJctH555777FvKgqqdBg+drw3a+tv321s+lvb73d2u3sfblVZSQIjUhalvE+xgoJyGGmqC7gXEjBLC7hL59/r/N0CpKIlv9EPAhKGp5zmlGDtqEl3t9/3Yz0DjSfDwO/3J91eOAiXEbwEUQN6qInryV4H4q wkFQOuSYGVGkeh0InBUlNSgPXjSoHAZI6nMHaQYwYqMUvnNvjomCzIS+kO18GS/b/CYKbUA0udkmE9U89zNflqLlN1w9Z0U6ukylWbrcRUAszbRrMFFaqx+mvltf0QnX9NDOWi0sCJDQI/5vCTlIxhnpl4AdqOo8TEwFUloR5sTFxfaR70ImtdtzNw3yXh0pHfCjHDKeiVRPwm1lzdRNYsEbOGuoe4xUTP1/AS3B4NouEg/HHUOx02K9pAB+gQfUIR+oJO0QW6RiNEUIX+oL/on7fjffaOvZOV1Os0NfuoFd75E++zyfY=</latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="S+VMQ6EtbuOF3/ZcVs8uTJRA03Q="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="sSMlWERjQPez7fuqD4Ome1mWR/s="></latexit>

d6

<latexit sha1_base64="ehn5sneYOLyGk2SUwEQANFp5XTs="></latexit>

↵4 = �⇡/2

<latexit sha1_base64="CeDoXXYFbzCAAtPqoRqzZpLs5lc="></latexit>

✓4
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Graphiquement:

Poignet de type rotule

x4

z4

x5

z5

La 2e transformation est (cf. la 1re transformation du manipul. anthropomorphe):
<latexit sha1_base64="shlLJoJz7hSZQSSVkFzj5VeACoU="></latexit>

A4
5(✓5) =

"
Rz(✓5)Rx(⇡/2) 03⇥1

01⇥3 1

#
=

2

6664

cos ✓5 0 sin ✓5 0

sin ✓5 0 � cos ✓5 0

0 1 0 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="BqveP9VJNZhgbl0AokcTBYn/zLk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZdqwIY561FkDAz0vW1jeE/fyMyY=">AAACjHicbVHRTtswFHUz2CAwKOORl4h20p6qBK3aJITENIR4QTCJAlITVY5z01qNHct2ujHLX7LX7aP4G5w2DwtwJctH555777FvKgqqdBg+drw3a+tv321s+lvb73d2u3sfblVZSQIjUhalvE+xgoJyGGmqC7gXEjBLC7hL59/r/N0CpKIlv9EPAhKGp5zmlGDtqEl3t9/3Yz0DjSfDwO/3J91eOAiXEbwEUQN6qInryV4H4q wkFQOuSYGVGkeh0InBUlNSgPXjSoHAZI6nMHaQYwYqMUvnNvjomCzIS+kO18GS/b/CYKbUA0udkmE9U89zNflqLlN1w9Z0U6ukylWbrcRUAszbRrMFFaqx+mvltf0QnX9NDOWi0sCJDQI/5vCTlIxhnpl4AdqOo8TEwFUloR5sTFxfaR70ImtdtzNw3yXh0pHfCjHDKeiVRPwm1lzdRNYsEbOGuoe4xUTP1/AS3B4NouEg/HHUOx02K9pAB+gQfUIR+oJO0QW6RiNEUIX+oL/on7fjffaOvZOV1Os0NfuoFd75E++zyfY=</latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="S+VMQ6EtbuOF3/ZcVs8uTJRA03Q="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="sSMlWERjQPez7fuqD4Ome1mWR/s="></latexit>

d6
<latexit sha1_base64="n0ybn2jhPGTN7jvWyQHxEwl2Y2g="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="TGro6yh5P3yFrS369eTrjX/WCkQ="></latexit>

↵5 = ⇡/2
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Graphiquement:

Poignet de type rotule

y5

x5

z5

y6

x6

z6

Enfin

<latexit sha1_base64="BqveP9VJNZhgbl0AokcTBYn/zLk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZdqwIY561FkDAz0vW1jeE/fyMyY=">AAACjHicbVHRTtswFHUz2CAwKOORl4h20p6qBK3aJITENIR4QTCJAlITVY5z01qNHct2ujHLX7LX7aP4G5w2DwtwJctH555777FvKgqqdBg+drw3a+tv321s+lvb73d2u3sfblVZSQIjUhalvE+xgoJyGGmqC7gXEjBLC7hL59/r/N0CpKIlv9EPAhKGp5zmlGDtqEl3t9/3Yz0DjSfDwO/3J91eOAiXEbwEUQN6qInryV4H4q wkFQOuSYGVGkeh0InBUlNSgPXjSoHAZI6nMHaQYwYqMUvnNvjomCzIS+kO18GS/b/CYKbUA0udkmE9U89zNflqLlN1w9Z0U6ukylWbrcRUAszbRrMFFaqx+mvltf0QnX9NDOWi0sCJDQI/5vCTlIxhnpl4AdqOo8TEwFUloR5sTFxfaR70ImtdtzNw3yXh0pHfCjHDKeiVRPwm1lzdRNYsEbOGuoe4xUTP1/AS3B4NouEg/HHUOx02K9pAB+gQfUIR+oJO0QW6RiNEUIX+oL/on7fjffaOvZOV1Os0NfuoFd75E++zyfY=</latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="S+VMQ6EtbuOF3/ZcVs8uTJRA03Q="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="sSMlWERjQPez7fuqD4Ome1mWR/s="></latexit>

d6

<latexit sha1_base64="HCClN1QPCTtkDqEeS0LSNEpNsaA="></latexit>

A5
6(✓6) =

2

664
Rz(✓6)

0
0
d6

0 0 0 1

3

775 =

2

6664

cos ✓6 � sin ✓6 0 0

sin ✓6 cos ✓6 0 0

0 0 1 d6

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="Ox2EXEzemTmoDowz3fI2ZYZgtAE="></latexit>

(a6 = 0, ↵6 = 0, d6 6= 0, ✓6 6= 0) :

<latexit sha1_base64="UfCQT9W+JH83BKtrXiyEp5imK98="></latexit>

d6

<latexit sha1_base64="OITs3oOH8wtJ1D2FkidcjYacE0I="></latexit>

✓6
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Conclusion:

Poignet de type rotule

où

Remarque: Les axes du repère 6 coïncident avec les axes d’un repère 
admissible pour l’effecteur

<latexit sha1_base64="BqveP9VJNZhgbl0AokcTBYn/zLk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZdqwIY561FkDAz0vW1jeE/fyMyY="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="S+VMQ6EtbuOF3/ZcVs8uTJRA03Q="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="sSMlWERjQPez7fuqD4Ome1mWR/s="></latexit>

d6

<latexit sha1_base64="tUhbfsKNOV7oBoT1gjfOV2fk/Rw="></latexit>

T3
6(q) = A3

4 A
4
5 A

5
6 =

2

6664

c4c5c6 � s4s6 �c4c5s6 � s4c6 c4s5 c4s5d6

s4c5c6 + c4s6 �s4c5s6 + c4c6 s4s5 s4s5d6

�s5c6 s5s6 c5 c5d6

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="1MubUe1fpQnOmn+S4g+0OXO/rD4="></latexit>

q = [✓4, ✓5, ✓6]
T
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6 – Manipulateur anthropomorphe avec poignet de type rotule

Manipulateur
anthropomorphe

Poignet de 
type rotule

+

Problème : Le repère 3 du porteur
ne peut pas coïncider avec le repère 3    
du poignet de type rotule, donc:

Porteur
?

<latexit sha1_base64="ODEKzTNkvkFsKNEDxRJ1p5+wlnU="></latexit>

T0
3

<latexit sha1_base64="wTAqTVs8jeCoaLCb8HsEcH682PI="></latexit>

T3
6<latexit sha1_base64="6vFWX4nUsNC7+EaLYVYucMBuBQg="></latexit>

T0
6 6= T0

3 T
3
6

<latexit sha1_base64="sj2+rtDAuZeGvvQ6SYXHbCgiPvY="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ynbXK+PaX2/qu2bLB00+pVCDVbQ="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="1fLk/4ELFMrEQQBTMNHzl/afw4E="></latexit>

✓6

<latexit sha1_base64="4Gmw3225YNVRupjnslXXL7llErA="></latexit>a3
<latexit sha1_base64="ntKB4L9/S2M9d+T3efCCPW0haMo="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="g5kY7TC7AusdzJsl/vd337QSuDA="></latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="UAPF3+6KUcDLYdZjMWV1+5KUQ3Q="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="saoXAGS6bniKyPysxCF5+y8WmYU="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="78CTmapBuxeeM7ZpfXv8BQjHRS0="></latexit>

d6
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Solution 1 : On interpose une matrice de transformation constante entre   
and      qui permet d’aligner les deux repères

Deux solutions possibles pour déterminer :

Solution 2 : On redéfinit les repères de toute la structure en utilisant
la convention de Denavit-Hartenberg

Manipulateur anthropomorphe avec poignet de type rotule
<latexit sha1_base64="p2q3/uN2K754ITjyb/zr9EM/fEE="></latexit>

T0
6

<latexit sha1_base64="ODEKzTNkvkFsKNEDxRJ1p5+wlnU="></latexit>

T0
3

<latexit sha1_base64="wTAqTVs8jeCoaLCb8HsEcH682PI=">AAACpHicbVHLbtQwFPWER0t4TWHJJmKGx2qUFPWxbAULFiCKmGkrTdKR49xMrbEdy3amLZY/ga9hCx/C3+CkWZCWK1k+Ovd9Ty4Z1SaO/wyCO3fv3d/YfBA+fPT4ydPh1rNjXdWKwIxUrFKnOdbAqICZoYbBqVSAec7gJF+9b/wna1CaVmJqriRkHC8FLSnBxlOL4ZvxOEwNXJq2lM1ZDc6mazB26s7sO7ewu86F4/FiOIoncW vRbZB0YIQ6O1psDSAtKlJzEIYwrPU8iaXJLFaGEgYuTGsNEpMVXsLcQ4E56My2Y7jolWeKqKyUf8JELftvhsVc6yue+0iOzbm+6WvI//oK3RTsdbdNlNKl7rO1XCqAVX/QYk2l7ka9vJ61v4gp9zNLhawNCOKiKEwFXJCKcyyK9q5unmQ2BaFrBU1ja9Pmy8tolDh/6vQD+HMp+OzJQybPce61aEPkd+Lsl2nibIu4s9Qv4oVJbspwGxxvT5KdSfx1e3Sw20m0iV6gl+gtStAeOkAf0RGaIYJ+oJ/oF/odvA4+Bd+C2XVoMOhynqOeBWd/AfaJ1aY=</latexit>

T3
6

<latexit sha1_base64="ntKB4L9/S2M9d+T3efCCPW0haMo="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="g5kY7TC7AusdzJsl/vd337QSuDA="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="UAPF3+6KUcDLYdZjMWV1+5KUQ3Q="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="saoXAGS6bniKyPysxCF5+y8WmYU="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="sj2+rtDAuZeGvvQ6SYXHbCgiPvY="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ynbXK+PaX2/qu2bLB00+pVCDVbQ="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="1fLk/4ELFMrEQQBTMNHzl/afw4E="></latexit>

✓6 <latexit sha1_base64="78CTmapBuxeeM7ZpfXv8BQjHRS0="></latexit>

d6

<latexit sha1_base64="Ft2o5qBxzG+Lb5tLeVGId8EzYZ8="></latexit>

d4
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Si nous adoptons la Solution 2, nous obtenons le tableau suivant:

Segment ai ai di qi

1 0 p/2 0 q1

2 a2 0 0 q2

3 0 p/2 0 q3

4 0 _p/2 d4
* q4

5 0 p/2 0 q5

6 0 0 d6
* q6

• Les lignes 3 et 4 du tableau sont différentes des lignes correspondantes des 
tableaux de DH du manipulateur anthropomorphe et du poignet sphérique
• Il faut recalculer les matrices de transformation associées (pas toutes les autres !) 
à savoir:

Manipulateur anthropomorphe avec poignet de type rotule

<latexit sha1_base64="Yv0/uMy1L84+m2jFTtMYVPLE8DU="></latexit>

A2
3(✓3) =

2

6664

cos ✓3 0 sin ✓3 0

sin ✓3 0 � cos ✓3 0

0 1 0 0

0 0 0 1

3

7775
, A3

4(✓4) =

2

6664

cos ✓4 0 � sin ✓4 0

sin ✓4 0 cos ✓4 0

0 �1 0 d4

0 0 0 1

3

7775



26

Conclusion:

avec

et les trois colonnes de la matrice de rotation      sont, respectivement:

Remarque: si on met dans                      
on trouve les coordonnées du point 
d’intersection des axes du poignet
de type rotule

cf. TD2, Ex. 2

Manipulateur anthropomorphe avec poignet de type rotule

<latexit sha1_base64="qJwf1qlmmlzMGxfYzKfDQu57fI8="></latexit>

Q

<latexit sha1_base64="Bp8tDoPMEivrdiRHKLl2oABQm/g="></latexit>

d6 = 0
<latexit sha1_base64="Zv5OpODCQpuNLKhTqSfBvHuDbBM="></latexit>

p0
6

<latexit sha1_base64="Gn/TGmjI0VZt2h5RtxPhWqjU9Ck="></latexit>

T0
6 =

"
R0

6 p0
6

01⇥3 1

#

<latexit sha1_base64="HZhsFcWmC6v46P8E1g12H3ANW3o="></latexit>

R0
6

<latexit sha1_base64="1LTYcqlFULSo9fufzxt7Dt1Q4qM="></latexit>

p0
6 =

2

64
a2c1c2 + d4c1s23 + d6

�
c1(c23c4s5 + s23c5) + s1s4s5

�

a2s1c2 + d4s1s23 + d6
�
s1(c23c4s5 + s23c5)� c1s4s5

�

a2s2 � d4c23 + d6
�
s23c4s5 � c23c5

�

3

75

<latexit sha1_base64="nUYjYPppL0mKRQ+8eqVTjsyyQ9A="></latexit>

R0
6(: , 1) =

2

64
c1
�
c23(c4c5c6 � s4s6)� s23s5c6

�
+ s1(s4c5c6 + c4s6)

s1
�
c23(c4c5c6 � s4s6)� s23s5c6

�
� c1(s4c5c6 + c4s6)

s23(c4c5c6 � s4s6) + c23s5c6

3

75

<latexit sha1_base64="bpDJfJoO1a1169R4sp1PrzANV4Y="></latexit>

R0
6(: , 2) =

2

64
c1
�
� c23(c4c5s6 + s4c6) + s23s5s6

�
+ s1(�s4c5s6 + c4c6)

s1
�
� c23(c4c5s6 + s4c6) + s23s5s6

�
� c1(�s4c5s6 + c4c6)

�s23(c4c5s6 + s4c6)� c23s5s6

3

75

<latexit sha1_base64="xKM60lvDR4hLZeSoklPlcc4vE3E="></latexit>

R0
6(: , 3) =

2

64
c1(c23c4s5 + s23c5) + s1s4s5

s1(c23c4s5 + s23c5)� c1s4s5

s23c4s5 � c23c5

3

75
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7 – Manipulateur DLR

Deutsches
Zentrum für

Luft- und 
Raumfahrt

<latexit sha1_base64="g5kY7TC7AusdzJsl/vd337QSuDA="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="saoXAGS6bniKyPysxCF5+y8WmYU="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="ynbXK+PaX2/qu2bLB00+pVCDVbQ="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="1fLk/4ELFMrEQQBTMNHzl/afw4E="></latexit>

✓6
<latexit sha1_base64="AzfpvdsIhESOueZp615B6/+5GzY="></latexit>

d5

<latexit sha1_base64="G3oozpH9H2mwbvSvhI58RSAc5XU="></latexit>

d7
<latexit sha1_base64="w6MD/ekS46Hwc5mVzVHfv6zRndc="></latexit>

✓7

<latexit sha1_base64="HH1c6ALo19xnpe6Duyvj5t4KizM="></latexit>

d3

<latexit sha1_base64="8N5QGwmtEon4nDj5c5RO1ck59fo="></latexit>

✓4

(Centre 
aérospatial 
allemand)

• La conception du manipulateur DLR est à la base du robot LBR (“Lightweight Robot”)   
iiwa de KUKA (2013-aujourd’hui). A partir de 2018, cette géométrie a été aussi
utilisée dans les robots SARA du DLR et Panda de Franka Emika

• Le manipulateur DLR a 7 DDL (comme le bras humain), donc il s’agit d’un robot 
redondant du point de vue cinématique

• Essentiellement, une articulation rotoïde (verte, dans la figure) a été rajoutée                  
au porteur d’un manipulateur anthropomorphe avec poignet de type rotule

<latexit sha1_base64="UAPF3+6KUcDLYdZjMWV1+5KUQ3Q="></latexit>

✓1
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Paramètres de DH

Segment ai ai di qi

1 0 p/2 0 q1

2 0 p/2 0 q2

3 0 p/2 d3
* q3

4 0 p/2 0 q4

5 0 p/2 d5
* q5

6 0 p/2 0 q6

7 0 0 d7
* q7

Robot LBR iiwa
de KUKA  

Manipulateur DLR

Paramètres de DH

<latexit sha1_base64="g5kY7TC7AusdzJsl/vd337QSuDA="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="saoXAGS6bniKyPysxCF5+y8WmYU="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="ynbXK+PaX2/qu2bLB00+pVCDVbQ="></latexit>

✓5

<latexit sha1_base64="1fLk/4ELFMrEQQBTMNHzl/afw4E="></latexit>

✓6
<latexit sha1_base64="AzfpvdsIhESOueZp615B6/+5GzY="></latexit>

d5

<latexit sha1_base64="HH1c6ALo19xnpe6Duyvj5t4KizM="></latexit>

d3
<latexit sha1_base64="G3oozpH9H2mwbvSvhI58RSAc5XU="></latexit>

d7

<latexit sha1_base64="w6MD/ekS46Hwc5mVzVHfv6zRndc="></latexit>

✓7

<latexit sha1_base64="4FL+Lo/ptxharv9XjQTx5O0q0Dk="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="UAPF3+6KUcDLYdZjMWV1+5KUQ3Q="></latexit>

✓1
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On trouve que

En revanche, puisque

Conclusion:

Manipulateur DLR

avec

<latexit sha1_base64="iuZ0ouXGod6eJUfrT5+TcZGjJ9g="></latexit>

(ai = ⇡/2, i 2 {1, . . . , 6}, d1 = d2 = d4 = d6 = 0) :

<latexit sha1_base64="tjYEcfC5KHThV/ZhfXOLja5+CTA="></latexit>

Ai�1
i (✓i) =

2

6664

cos ✓i 0 sin ✓i 0

sin ✓i 0 � cos ✓i 0

0 1 0 di

0 0 0 1

3

7775
, i 2 {1, . . . , 6}

<latexit sha1_base64="SHym6mf6Pmih9NnO5V5dnBGTVnI="></latexit>

A6
7(✓7) =

2

6664

cos ✓7 � sin ✓7 0 0

sin ✓7 cos ✓7 0 0

0 0 1 d7

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="32y3KDmc0TfaXzsAbIYOHJqHxd4="></latexit>

T0
7(q) = A0

1(✓1)A
1
2(✓2) · · · A6

7(✓7)
<latexit sha1_base64="Icr3FKIqv+IH/wU1o2jSzFX/DTI="></latexit>

q = [✓1, ✓2, . . . , ✓7]
T

<latexit sha1_base64="s/cOMf7DIE0JdKesbPvSlBs+HO8="></latexit>

↵7 = 0 :
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Espace articulaire et opérationnel
d’un robot
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Espace articulaire et opérationnel d’un robot

Objectif: Spécifier une tâche pour l’effecteur d’un manipulateur à articulations

base

effecteur

On peut décrire la pose de l’effecteur du robot avec un vecteur

Position de l’effecteur

Orientation de l’effecteur: on utilise
une représentation minimale (par ex.    
un triplet d’angles d’Euler)

Le vecteur est défini dans l’espace où la tâche du manipulateur est specifiée

Cet espace est appelé espace opérationnel

<latexit sha1_base64="+nys5ruafjP85NwOCa5AQlI92io="></latexit>n
<latexit sha1_base64="aD5dqxMiNahYgdKSdUOlBo39Hek="></latexit>

m⇥ 1 (m  n) :

<latexit sha1_base64="lR8LSqalT+VtMwu0KCxhXmRQMkY="></latexit>

xe =

"
pe

�e

#

<latexit sha1_base64="594yHkWThQMIBjjxqMym+02PUzw="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="a8dz08AjNSFdHQCjtp3cT2HokxM="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="L2iySqJDE1wn298iAQdb77ClnyI="></latexit>

✓4
<latexit sha1_base64="HH1c6ALo19xnpe6Duyvj5t4KizM="></latexit>

d3

<latexit sha1_base64="Ws/17wbnRz8C67d06W4YXFit46s="></latexit>ne
<latexit sha1_base64="r5IIWI+EZLRhz5kP7He/FeGEN/o="></latexit>se

<latexit sha1_base64="gKoYiUkm3cVbUQoRfesdnRQB2Ho="></latexit>ae

<latexit sha1_base64="Ny0wCcpBU2utVc5V7nc583EDJVk="></latexit>zb
<latexit sha1_base64="RO6TYaOJqVegV63MD0xLI0wcTKY="></latexit>yb

<latexit sha1_base64="FM0mq+xjWnZ7wi5hEunNqF4j00g="></latexit>xb

<latexit sha1_base64="i30BTwzAsRMkX5CzHoFwFZxUBOY="></latexit>

Ob

<latexit sha1_base64="bpt4u7ExFhZjZMkxMhgzrM4a+LY="></latexit>xe
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est défini. On a            si l’articulation est rotoïde et            si l’articulation
est prismatique

On peut écrire le modèle géométrique direct, de façon alternative, comme:

En revanche, l’espace articulaire ou l’espace de configuration, dénote l’espace
où le vecteur des variable articulaires

où la fonction , non linéaire en général, permet de calculer les variables       
dans l’espace opérationnel à partir des variables dans l’espace articulaire

Si , c’est-à-dire la dimension de l’espace opérationnel est inférieure à
la dimension de l’espace articulaire, on dit que le robot est intrinsèquement
redondant. Pour un robot industriel à 6 DDL standard: 

Espace articulaire et opérationnel d’un robot
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Génération de mouvement
La tâche de déplacement d'un robot est spécifiée en définissant un chemin
que le robot doit suivre

Un chemin est une séquence de points définis, soit dans l'espace opérationnel
(afin de situer l’effecteur), soit dans l'espace articulaire du robot (afin d'indiquer
les valeurs des paramètres des articulations)

Ces points peuvent être:
• Programmés par apprentissage
• Issus d'une base de données d'un système de CAO

Chemin

Les trajectoires d'un robot peuvent être classifiées comme suit:
1) Les mouvements entre 2 points avec des mouvements libres entre les points
2) Les mouvements entre 2 points via une séquence de points intermédiaires
3) Les mouvements entre 2 points, la trajectoire étant contrainte entre les points 

(par ex. une trajectoire rectiligne)
4) Les mouvements entre 2 points via des points intermédiaires, la trajectoire

étant contrainte entre les points intermédiaires

Problème de génération de mouvement:
Calculer les séquences souhaitées de variables articulaires ou de variables    
liées à l’effecteur, qui assurent le passage du robot par le chemin désiré
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• Dans les cas 1 et 2, la génération de mouvement peut se faire directement
dans l'espace articulaire: elle se traduit par une séquence de positions 
articulaires constituant les consignes des asservissements

• Dans les cas 3 et 4, la trajectoire étant fixée à tout instant dans l'espace
opérationnel, il est préférable de raisonner dans cet espace

§ La loi de commande engendrée doit ensuite être transformée
en consignes articulaires par un changeur de coordonnées

Génération de mouvement dans l'espace articulaire

Commande Robot
Génération

de 
mouvement

Génération de mouvement
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La génération de mouvement dans l'espace articulaire présente
plusieurs avantages:

• Le mouvement est minimal sur chaque articulation
• Elle nécessite moins de calcul en ligne (au sens où il n'y a pas                      
de changeur de coordonnées: pas besoin d’un modèle du robot)
• Le mouvement n'est pas affecté par le passage sur des configurations 
singulières
• Les contraintes de vitesse et de couple maximaux sont connues avec   
précision puisqu'elles correspondent aux limites physiques des actionneurs

En revanche:

• La géométrie de la trajectoire dans l'espace articulaire ne peut être imposée. 
Entre deux points donnés, l’effecteur se déplace de façon imprévisible mais
répétitive (ce qui peut occasionner des collisions lorsque le robot évolue
dans un environnement encombré) 

• Ce type de mouvement est par conséquent approprié pour réaliser
des déplacements rapides dans un espace dégagé

Génération de mouvement
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La génération de mouvement dans l'espace opérationnel permet de contrôler
la géométrie de la trajectoire (par ex. un mouvement rectiligne)   

Génération de mouvement dans l'espace opérationnel

Par contre:
• Elle implique la transformation en coordonnées articulaires
de chaque point de la trajectoire
• Elle peut être mise en échec lorsque la trajectoire calculée
passe par une position singulière
• Elle peut être mise en échec chaque fois que les points de la trajectoire
engendrée ne sont pas dans le volume accessible du robot ou chaque fois
que la trajectoire impose une reconfiguration du mécanisme (changement
d'aspect en cours de trajectoire)

MGI

MGD

Commande Robot
Génération

de 
mouvement

Génération de mouvement

MGI

MGD
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