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Plan du cours

Chapitre 1 : Introduction

1.1  Définitions

1.2  Constituants d’un robot

1.3  Classification des robots

1.4  Caractéristiques d’un robot

1.5  Générations de robots

1.6  Programmation des robots

1.7  Utilisation des robots

Chapitre 2 : Fondements Théoriques

2.1 Pose d’un corps rigide

• Matrices de rotation et autres représentations de l’orientation
• Transformations homogènes
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Chapitre 3 : Modélisation d’un Robot

2.2  Cinématique
• Dérivée d’une matrice de rotation
• Vitesse angulaire d’un repère
• Mouvement de corps rigide
• Torseur cinématique

3.1  Modèle géométrique
• Convention de Denavit-Hartenberg
• Modèle géométrique direct
• Modèle géométrique inverse

3.2  Modèle cinématique

• Modèle cinématique direct
• Modèle cinématique inverse

Plan du cours
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Modèle géométrique direct (MGD): étant données les positions 
articulaires (distance resp. angle pour une articulation prismatique
resp. rotoïde) trouver la pose de l’effecteur par rapport à la base

Modèle géométrique inverse (MGI): étant donnée une pose de 
l’effecteur par rapport à la base, trouver, si elles existent, l’ensemble
des positions articulaires qui permettent de générer cette pose

?

Modèle géométrique inverse

base

effecteur
Robot générique
à articulations<latexit sha1_base64="liD3qF0ROA8pQso50OrSVLeWu60="></latexit>n

<latexit sha1_base64="594yHkWThQMIBjjxqMym+02PUzw="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="a8dz08AjNSFdHQCjtp3cT2HokxM="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="L2iySqJDE1wn298iAQdb77ClnyI="></latexit>

✓4
<latexit sha1_base64="HH1c6ALo19xnpe6Duyvj5t4KizM="></latexit>

d3

<latexit sha1_base64="FM0mq+xjWnZ7wi5hEunNqF4j00g="></latexit>xb

<latexit sha1_base64="i30BTwzAsRMkX5CzHoFwFZxUBOY="></latexit>

Ob
<latexit sha1_base64="RO6TYaOJqVegV63MD0xLI0wcTKY="></latexit>yb

<latexit sha1_base64="Ny0wCcpBU2utVc5V7nc583EDJVk="></latexit>zb

<latexit sha1_base64="f+m1ZOOJ47TzA9ucGlU8H5YhRrE="></latexit>

pb
e

<latexit sha1_base64="Ws/17wbnRz8C67d06W4YXFit46s="></latexit>ne
<latexit sha1_base64="r5IIWI+EZLRhz5kP7He/FeGEN/o="></latexit>se

<latexit sha1_base64="gKoYiUkm3cVbUQoRfesdnRQB2Ho="></latexit>ae

<latexit sha1_base64="W+WoGU+O1hWAC4iO/AOByBwWsGY="></latexit>

q = [q1, q2, . . . , qn]
T
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Problème direct
Si les variables des articulations (vecteur ) sont connues, la pose de l’effectuer
par rapport à la base peut être calculée de manière unique en utilisant la 
matrice de transformation homogène:

Problème inverse
Il s'agit de déterminer les coordonnées articulaires permettant d'obtenir
une situation désirée pour l’effecteur

Problème beaucoup plus difficile pour les raisons suivantes:

• Les équations à résoudre sont, en général, non linéaires.                       
Par conséquent, il n’est pas toujours possible de trouver
une solution de forme fermée (c’est-à-dire, une solution explicite)

• Le problème peut avoir des solutions multiples

• Le problème peut avoir un nombre infini de solutions                         
(par ex. pour des robots cinématiquement redondants)

• Le problème peut n'avoir aucune solution admissible
à cause de la structure cinématique du manipulateur

Modèle géométrique inverse

<latexit sha1_base64="g5YE2DLsIUSev7u5jLIoWUfcPY8="></latexit>q

<latexit sha1_base64="YyCQgul/wdmYYNc1GruB0t5IoNU="></latexit>

T0
n(q) = A0

1(q1)A
1
2(q2) · · · An�1

n (qn)
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Solutions multiples du problème inverse

• L’existence de solutions multiples dépend du nombre de DDL             
du robot mais aussi du nombre de paramètres de DH qui sont
différents de zéro

• En général, plus le nombre de paramètres de DH différents de 
zéro est grand, plus le nombre de solutions admissibles est grand

Modèle géométrique inverse

• Pour un manipulateur à 6 DDL sans butées mécaniques sur         
les articulations, il y a, en général, 16 solutions admissibles.        
On a donc besoin de trouver des critères pour choisir parmi          
ces solutions admissibles

• La presence de butées mécaniques sur les articulations               
des robots réels peut, éventuellement, reduire le nombre
de solutions multiples admissibles
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Modèle géométrique inverse
Solutions de forme fermée
Pour trouver des solutions de forme fermée est nécessaire:

• Intuition algébrique: pour trouver les équations significatives
qui contiennent les inconnues

ou
• Intuition géométrique: pour trouver des points significatifs sur le robot 
qui peuvent être utilisés pour exprimer la position et/ou l’orientation
en fonction du nombre d’inconnues

Solutions numériques
Lorsque il n’y a pas de solutions de forme fermée ou elles sont difficiles
à déterminer, on peut calculer une solution particulière du problème inverse         
par des procédures numériques (méthodes itératives d'optimisation non linéaire, 
comme l’algorithme de Gauss-Newton ou de Levenberg-Marquardt)

• Avantage: les méthodes numeriques sont applicables à tous les robots

• Inconvénients: les méthodes numériques ne trouvent pas,                              
en général, toutes les solutions admissibles. Ils trouvent une
solution locale au sens où elle dépend des conditions initiales.                               
Ces méthodes sont pénalisantes du point de vue du temps de calcul

<latexit sha1_base64="/jddikI4Exi9zv5YPBtoQQz7pE0="></latexit>

q⇤
glob

<latexit sha1_base64="f3VEVTG19bRdKwTtJZzMcca0Hk0="></latexit>

q⇤
loc
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Nous avons le modèle géométrique direct suivant:

P

Une démarche analytique simple permet de déterminer le modèle géométrique
inverse. En effet, nous avons que:

Étant donné

Problème:

Exemple 1 - Manipulateur planaire à 2 segments (RP)

déterminer
<latexit sha1_base64="xQsnv5R3vX5O7fGwj1LiQN9/wv8="></latexit>px

<latexit sha1_base64="xEIDp95mF7u0vm1xDOqg1mctzFw="></latexit>py

<latexit sha1_base64="FgzaaXJuEotogvSB50u/R0YZ5Aw="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="iES4y5/SFqFm+7o9avonnlxiFd4="></latexit>

d2
<latexit sha1_base64="vEM71k9A2zePhxwBjl4dgNZ6usA="></latexit>

[px, py]
T ,

<latexit sha1_base64="2+bG2vZizLNIW6JVZJY4i6yYnxs="></latexit>

q = [✓1, d2]
T

<latexit sha1_base64="VMZxngcHdETkKrnipK/hMaTDoDk="></latexit>

px = d2 cos ✓1

py = d2 sin ✓1

<latexit sha1_base64="aEK6F4zpnxmWhO5hZO1/QeWEZSk="></latexit>

✓1 = arctan

✓
py
px

◆
, d2 =

q
p2x + p2y
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Problème: étant données la position et l’orientation de l’effecteur, déterminer
les variables des trois articulations rotoïdes

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments

<latexit sha1_base64="G4baBm/nGk3vCxB0zvNExmGNEaY="></latexit>

✓1, ✓2, ✓3

<latexit sha1_base64="RtE9R10R0vrZ4K+yizIRCt9qYaA="></latexit>

q = [✓1, ✓2, ✓3]
T ?

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="clLBiCITD1bQX1qaXGHdbFKfk0w="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="/lLoI8RYAwfRpCJdRbOjd1ALX/0="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="yWm5Zky5EXv/R0NA873UG557mLc="></latexit>a1
<latexit sha1_base64="IW84IWRnRXEd6euU6+iTDMms33g="></latexit>

✓1

<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="pDArAI79+B41C29hFEqUNsLzyCk="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="CUiF21C/j8ZsHRIe73XaPqhySiM="></latexit>px
<latexit sha1_base64="XVAKegqemJaH0PLPfMSefPXMPNk="></latexit>pWx

<latexit sha1_base64="024ww/5uMbCf6ztn0wwApRRSIVM="></latexit>pWy

<latexit sha1_base64="U7mdW7pqeXb+GCCRTIKeYFUxylE="></latexit>py
<latexit sha1_base64="SsfaqV0qHdjm9IfNVIn7hWnxOAs="></latexit>

P

?
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• On a déjà vu que la matrice de transformation homogène entre le repère
3 et le repère 0 du manipulateur est (cf. la 1re partie du Ch. 3.1):

où et                        

• Il est pratique de spécifier la position et orientation de l’effecteur en utilisant
un nombre minimal de paramètres

• On peut utiliser les coordonnées et l’angle entre l’effecteur et l’axe :

Élément (1, 4) de

Élément (2, 4) de

Somme des 3 variables
articulaires

<latexit sha1_base64="ORbcCodhilauxAHdqGxIscv6mCA="></latexit>

T0
3(q) = A0

1 A
1
2 A

2
3 =

2

6664

c123 �s123 0 a1c1 + a2c12 + a3c123

s123 c123 0 a1s1 + a2s12 + a3s123

0 0 1 0

0 0 0 1

3

7775

<latexit sha1_base64="v21iExNUXqyUREgj9/bMta/43lw="></latexit>

q = [✓1, ✓2, ✓3]
T

<latexit sha1_base64="+ZLUCfur8uG39h8HUBXR2H3t/K0="></latexit>

c12 = cos(✓1 + ✓2), s123 = sin(✓1 + ✓2 + ✓3)
<latexit sha1_base64="6ukMnB64/q4ivwoLseBAwNjWZWs="></latexit>

c1 = cos ✓1,

<latexit sha1_base64="s51U2v/2OmfGrLLfNGYTxhnBvQA="></latexit>px, py
<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

� <latexit sha1_base64="0TwLbdY1TQHp+PT0sILjw4JAh8g="></latexit>x0

<latexit sha1_base64="5fmcoUIEEvHdfsH61vTcw3wz4Po="></latexit>2

64
px

py

�

3

75 = f(q) =

2

64
a1c1 + a2c12 + a3c123

a1s1 + a2s12 + a3s123

✓1 + ✓2 + ✓3

3

75

<latexit sha1_base64="7qx/LrAp1xSldtACHjOhoXvUdJw="></latexit>

T0
3

<latexit sha1_base64="7qx/LrAp1xSldtACHjOhoXvUdJw="></latexit>

T0
3

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments
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1 - Solution algébrique

Si    est spécifié, la 1re équation du système à resoudre est: 

• À partir du modèle direct, on trouve que:

Coordonnées du point
(l’origine du repère 2)

En revanche si n’est pas spécifié, le manipulateur est redondant
et il y a un nombre infini de solutions du problème inverse 

• On calcule le carré des deux expressions précédentes et on les additionne:

Donc

<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="IiLzIdQJ8b0H2YwYB1jqehJjVcI="></latexit>

� = ✓1 + ✓2 + ✓3
<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="O95Jsma1plDqkjUQd34W1u75Y+s="></latexit>

pWx = px � a3c� = a1c1 + a2c12

pWy = py � a3s� = a1s1 + a2s12

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="vlGoiR6C4G02ruw+iq5c08I5nn0="></latexit>

p2Wx + p2Wy = a21 + a22 + 2a1a2c2

<latexit sha1_base64="KMmStA20oswwXLMFa+C+FUlj07Y="></latexit>

c2 =
p2Wx + p2Wy � a21 � a22

2a1a2

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments
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• Pour avoir une solution admissible, il faut que:

• Maintenant, il faut déterminer . Si on substitue l’expression de     trouvée
dans les equations de               on obtient un système de deux équations
à deux inconnues,         , avec solution:                   

où le signe “+” correspond à la posture “coude en bas” et          
le signe “_” correspond à la posture “coude en haut” du robot 

• Donc, on impose

• Par conséquent:

Par conséquent:

<latexit sha1_base64="SJ6RdbSVbGZq+8YgfvWvDGTbw1E="></latexit>�1  c2  1

<latexit sha1_base64="a6d3+lbwMLaHHCXZ4+7FBspStgE="></latexit>

s2 = ±
q

1� c22

<latexit sha1_base64="gq/IelfT3CcVLN4ow86st3wE4DA="></latexit>

✓2 = Atan2(s2, c2)
<latexit sha1_base64="AoR9viBP/9mcTmtH/Zy1Ypf/IkM="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="TA/uMiF0K8nKs0+Q7frH2WDmQeA="></latexit>

✓2
<latexit sha1_base64="aHnHApWhAMoRL+TuAZl5ka6CkQw="></latexit>pWx, pWy

<latexit sha1_base64="t6l0g3iXIWsmVWVQnXp+Yqnffnk="></latexit>s1, c1

<latexit sha1_base64="OzgCoRQQtaDxRzRJD7pp5P7Y3mI="></latexit>

✓1 = Atan2(s1, c1)

<latexit sha1_base64="iKp2JwoDC9JszbtmaKf4Vu1astI="></latexit>

s1 =
(a1 + a2c2)pWy � a2s2pWx

p2Wx + p2Wy

<latexit sha1_base64="ACXRwZzhg37cqK+4W8bu0DcGTj0="></latexit>

c1 =
(a1 + a2c2)pWx + a2s2pWy

p2Wx + p2Wy

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments
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Remarque:

• Enfin, pour trouver l’angle , on utilise l’équation:

Si            on a que                 : dans cette posture le manipulateur est dans 
une singularité cinématique. On peut encore déterminer d’une manière
unique sauf si et on requiert que 

2 - Solution géométrique

• On utilise à nouveau les trois équations vues auparavant:

<latexit sha1_base64="pDArAI79+B41C29hFEqUNsLzyCk="></latexit>

✓3

<latexit sha1_base64="MuBK1arRcbzAXEW3OXOgB1y4/rw="></latexit>

✓3 = �� ✓1 � ✓2

<latexit sha1_base64="KwEjkF8CUU9JOCkwsd18TAJ4iag="></latexit>

s2 = 0
<latexit sha1_base64="HqcS5bqF2covDCMY6swkPRCHeU0="></latexit>

✓2 2 {0, ⇡}
<latexit sha1_base64="AoR9viBP/9mcTmtH/Zy1Ypf/IkM="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="QkrClqnHG5i4CgEyXyLDZPGGH14="></latexit>a1 = a2

<latexit sha1_base64="A1arKsSFGGxoVolizxtebomVMqc="></latexit>

pWx = pWy = 0

<latexit sha1_base64="nGw9YFbyxgY1tozNLGjiVNTqgnM="></latexit>

� = ✓1 + ✓2 + ✓3

pWx = px � a3c� = a1c1 + a2c12

pWy = py � a3s� = a1s1 + a2s12

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments
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Rappel:

Théorème d’Al-Kashi (ou loi des cosinus):

Soit un triangle dans lequel on utilise les notations exposées sur la figure 
ci-dessus, alors:

Le théorème d’Al-Kashi généralise le théorème de Pythagore aux triangles        
non rectangles. En effet, pour               on trouve , c’est-à-dire          
le théorème de Pythagore

<latexit sha1_base64="5+EuJPRVT3JaCpMd4mBmZ/sGy80="></latexit>a1 <latexit sha1_base64="Y50PhMn/Qt3fXA4/0S6FNQzaCtg="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="YVBJQ6DJjO4DWWlsHeu1jPEk6bk="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="9s1EDoTfjQ3rXjCQb3jOdOKIRMU="></latexit>

a23 = a21 + a22 � 2 a1a2 cos �

<latexit sha1_base64="1dYMp8LuqyiVb4uWwlW5NtdSRgY="></latexit>

a23 = a21 + a22
<latexit sha1_base64="MtvMq38gtH33Fe4hYcaKG0ARRjQ="></latexit>

� = ⇡/2

<latexit sha1_base64="qEbeXWAsierN/rAf5TjxpoX12ws="></latexit>�

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments
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• Si on applique le théorème d’Al-Kashi
au triangle rouge en figure, on obtient:

• En effet, nous avons deux 
configurations possibles du triangle 
(voir le trait pointillé noir en figure)

• Puisque
on trouve:

• En raison de l’inégalité triangulaire,         
il faut que:

• Sous cette inégalité, 
on trouve que:

“coude
en bas”

“coude
en haut”

<latexit sha1_base64="5+EuJPRVT3JaCpMd4mBmZ/sGy80="></latexit>a1

<latexit sha1_base64="Y50PhMn/Qt3fXA4/0S6FNQzaCtg="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="YVBJQ6DJjO4DWWlsHeu1jPEk6bk="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="04Zp9qRaE6lIQWxZ9Rla7uoPwBk="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="EqDwg08kSg+1MhaW4lSln080aiU="></latexit>

p2Wx + p2Wy = a21 + a22 � 2 a1a2 cos(⇡ � ✓2)

<latexit sha1_base64="H9ARXipKf84MmF/WSFv9ZM//fK4="></latexit>

cos(⇡ � ✓2) = � cos ✓2,

<latexit sha1_base64="/ymSnBwJadG2SazuTWBx0XKXIkY="></latexit>

c2 =
p2Wx + p2Wy � a21 � a22

2a1a2

<latexit sha1_base64="9VepUtG+4xrJH5jTiqoaG8BcnoI="></latexit>q
p2Wx + p2Wy  a1 + a2

<latexit sha1_base64="9OyC/4fAimoSlkxCorHIX9eje+k="></latexit>

✓2 = ± arccos(c2)

<latexit sha1_base64="/APMfecaer4j02raq66UpSu3Qqg="></latexit>x0

<latexit sha1_base64="igkzUf92loOQl93Mf3EY1m8xKH8="></latexit>y0

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments

<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�
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• La posture “coude en haut”
est obtenue avec

• Pour déterminer , il faut considérer
les angles et en figure 

• La valeur de dépend du signe
de              . Il faut donc
calculer comme: 

“coude
en bas”

“coude
en haut”

• La posture “coude en bas”
est obtenue avec

• Pour trouver , on applique encore le théorème d’Al-Kashi au triangle vert 
dans la figure, ce qui nous donne l’équation: 

<latexit sha1_base64="5+EuJPRVT3JaCpMd4mBmZ/sGy80="></latexit>a1

<latexit sha1_base64="Y50PhMn/Qt3fXA4/0S6FNQzaCtg="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="YVBJQ6DJjO4DWWlsHeu1jPEk6bk="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="04Zp9qRaE6lIQWxZ9Rla7uoPwBk="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="/APMfecaer4j02raq66UpSu3Qqg="></latexit>x0

<latexit sha1_base64="igkzUf92loOQl93Mf3EY1m8xKH8="></latexit>y0

<latexit sha1_base64="YOaZnJ3V4ayvm5sa2B69OyHsgws="></latexit>

✓2 2 (0, ⇡)

<latexit sha1_base64="NRpK/6vpdLp0+2NJ0gbIn5v5rb0="></latexit>

✓2 2 (�⇡, 0)

<latexit sha1_base64="UAPF3+6KUcDLYdZjMWV1+5KUQ3Q="></latexit>

✓1
<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="04Zp9qRaE6lIQWxZ9Rla7uoPwBk="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="aHnHApWhAMoRL+TuAZl5ka6CkQw="></latexit>pWx, pWy
<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="BrUdMq8xGBWsaKT0DkVTBXftab8="></latexit>

↵ = Atan2(pWy, pWx)

<latexit sha1_base64="04Zp9qRaE6lIQWxZ9Rla7uoPwBk="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="IOdBx1QcgvV15Km6iHfClnxMtbk="></latexit>

a22 = p2Wx + p2Wy + a21 � 2a1
q
p2Wx + p2Wy cos� =) c�

q
p2Wx + p2Wy = a1 + a2c2

<latexit sha1_base64="AoR9viBP/9mcTmtH/Zy1Ypf/IkM="></latexit>

✓1

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments

<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�
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• Si on utilise l’expression de     
trouvée auparavant, on obtient:  

avec                pour garantir,                 
à nouveau, l’inégalité triangulaire

• Donc

• Enfin pour trouve , on utilise l’équation:

<latexit sha1_base64="CUyi4iZO947SCTkxbKEQYhJXOF8="></latexit>c2

<latexit sha1_base64="ntF+X5ZWHQxeqKuAKB9ZRUxF/ig="></latexit>

� = arccos

0

@p2Wx + p2Wy + a21 � a22

2a1
q

p2Wx + p2Wy

1

A

<latexit sha1_base64="bjUpB02MoWJ4cFbSGwtrM7DQG74="></latexit>

� 2 (0, ⇡)

<latexit sha1_base64="n0+16haPDLS/6dJw5e8U7WrgKF8="></latexit>

✓3

“coude
en bas”

“coude
en haut”

<latexit sha1_base64="5+EuJPRVT3JaCpMd4mBmZ/sGy80="></latexit>a1

<latexit sha1_base64="Y50PhMn/Qt3fXA4/0S6FNQzaCtg="></latexit>a2

<latexit sha1_base64="YVBJQ6DJjO4DWWlsHeu1jPEk6bk="></latexit>a3

<latexit sha1_base64="1UCns9cj5pxjtbW77mMgzTIWDtw="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="04Zp9qRaE6lIQWxZ9Rla7uoPwBk="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="/APMfecaer4j02raq66UpSu3Qqg="></latexit>x0

<latexit sha1_base64="igkzUf92loOQl93Mf3EY1m8xKH8="></latexit>y0

<latexit sha1_base64="LoTW2fDHO5EY1lBdyyonfQDq6iU="></latexit>

✓1 =

(
↵+ � si ✓2 < 0

↵� � si ✓2 > 0

<latexit sha1_base64="yaGdY04Rkt51cae8eHOvUkXcJ6Q="></latexit>

✓2

<latexit sha1_base64="AoR9viBP/9mcTmtH/Zy1Ypf/IkM="></latexit>

✓1

Exemple 2 - Manipulateur planaire à 3 segments

<latexit sha1_base64="I9r+3pqw7QvrQIVzaHZdwJokVdM="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="MuBK1arRcbzAXEW3OXOgB1y4/rw="></latexit>

✓3 = �� ✓1 � ✓2
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Solutions de forme fermée: généralités
• La plupart des manipulateurs existant sont cinématiquement simples

• En effet ils sont typiquement composés d’un porteur et d’un poignet
de type rotule (avec ce poignet, le point est choisi à l’intersection
des trois axes des articulations rotoïdes) 

• Ce choix est motivé par la difficulté à déterminer des solutions du problème
inverse dans le cas général

= ==

a) b)

• En particulier, un manipulateur à 6 DDL admet des solutions de forme fermée
du problème géométrique inverse si l’une des conditions suivantes est remplie:

a) Les axes de trois articulations rotoïdes consecutives se croisent en        
un seul point (trois axes concourants), comme dans le cas du poignet
de type rotule

b) Les axes de trois articulations rotoïdes consecutives sont parallèles

<latexit sha1_base64="WXtC57mD1aU9eZVkq+wCXpw7394="></latexit>

W

<latexit sha1_base64="nm24+zCIJXbCjMIyuH5iSXOKJrc="></latexit>

Q
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Méthode de Paul

• Le MGI est obtenu en résolvant l'équation matricielle suivante:

où (connue) décrit la situation du repère par rapport au repère 0   
de la base

• La méthode de Paul permet la détermination de , puis de   et ainsi
de suite jusqu'à

• Il s'agit de déplacer l'une après l'autre chacune des variables               
articulaires dans le membre de gauche de l'équation

• Pour cela, on multiplie à gauche par              l'équation ci-dessus,                   
en prenant successivement

• Dans le cas de robots à géométrie simple (pour lesquels la plupart des 
distances et sont nulles et les angles  et sont égaux à 0 ou à ),          
le MGI peut être obtenu de façon systématique avec la méthode de Paul

<latexit sha1_base64="ewoRfFmL+VJf8IRUOS7jMpr+FGQ="></latexit>ai
<latexit sha1_base64="+JO7TKYai0GXGCg1CZFt6NOmWXE="></latexit>

di
<latexit sha1_base64="mXid1i126500+I0G7MsSyW8S7mo="></latexit>

✓i
<latexit sha1_base64="Yag9+6lh14H9a6heWovtuJacncE="></latexit>↵i

<latexit sha1_base64="jxyt4dvME9eop8Hmij4WWNUdn1A="></latexit>

±⇡/2

<latexit sha1_base64="uW/ygoOLCbUf2bi4EOjG6EMnzR8="></latexit>

U0 = A0
1(q1)A

1
2(q2) · · · An�1

n (qn)
<latexit sha1_base64="ewk9bEEjxrIVVuWDNwTWBMseLpg="></latexit>

U0 = T0
n

<latexit sha1_base64="liD3qF0ROA8pQso50OrSVLeWu60="></latexit>n

<latexit sha1_base64="J49zUO1SiI2RVwYV/DBsf09Jrig="></latexit>q1
<latexit sha1_base64="herp1+nxAvclvo/Wmpyl4zYVix8="></latexit>q2

<latexit sha1_base64="QdsNMCDQBATJtompEgDwWag1CiE="></latexit>qn

<latexit sha1_base64="8OvWtGI8zGSNzh357HiLR6jf0qU="></latexit>q1, . . . , qn
<latexit sha1_base64="y8nxdwZy6++n77ibTAbkW7UQ3hg="></latexit>

Aj
j�1(qj)

<latexit sha1_base64="WfrQ3tEM5ALTtfF0wsVvMTcE/kE="></latexit>

j 2 {1, . . . , n� 1}
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1) Multiplier à gauche l'équation précédente par          , soit:

Les éléments situés dans le membre de gauche sont soient indépendants, soient
fonctions de . Les éléments situés dans le membre de droite sont soient
constants, soient fonctions de

2) Déduire de l'equation ci-dessus  

3) Multiplier à gauche l'équation par           , soit :

4) En déduire

5) Continuer cette procédure pour en déduire

Méthode de Paul
<latexit sha1_base64="orqcARUHD4EInlZ6vrlAayok1Rg="></latexit>

(n = 6)

<latexit sha1_base64="+GtPVy2V099iS1uw51lF0fftEZ0="></latexit>

A1
0(q1)U0 = A1

2(q2) · · · A5
6(q6)

<latexit sha1_base64="inzeqIIOTCD/tL2ma9sOuxGhJ14="></latexit>

A1
0(q1)

<latexit sha1_base64="G1Zv6PxJMJx52tcQrGIQxy3ZJVE="></latexit>

(⇤)

<latexit sha1_base64="G1Zv6PxJMJx52tcQrGIQxy3ZJVE="></latexit>

(⇤)

<latexit sha1_base64="ogoFb7BPmLJ1I3x4ssxjSgUT9oM="></latexit>q1
<latexit sha1_base64="+Xpyo1BPIMzra/3PQoh5kHVbMYs="></latexit>q2, . . . , q6

<latexit sha1_base64="ogoFb7BPmLJ1I3x4ssxjSgUT9oM="></latexit>q1
<latexit sha1_base64="G1Zv6PxJMJx52tcQrGIQxy3ZJVE="></latexit>

(⇤)
<latexit sha1_base64="pw3Jt3vLT1o1L1Mzs5As4NZjSgM="></latexit>

A2
1(q2)

<latexit sha1_base64="r+JPGYCYP6D3CfFLTjOs0l1iDA4="></latexit>

A2
1(q2)A

1
0(q1)U0 = A2

3(q3) · · · A5
6(q6)

<latexit sha1_base64="9xOuU5qJwL5Uc5A9n6KjQBnrJDY="></latexit>q2

<latexit sha1_base64="IO3/nNvLEcFqullmE/UefogAQNY="></latexit>q3, . . . , q6

Exemple: appliquons la méthode de Paul à un robot à 6 DDL 



21

En résumé, on utilise les équations suivantes pour calculer les variables 
articulaires :

La résolution de ces équations est intuitive, mais fait intervenir (en principe) 
quelques types d'équations dont la solution analytique est connue

avec

Méthode de Paul

<latexit sha1_base64="CdmoxatwBj9Q+jk8dllfgTFDmVo="></latexit>q1, . . . , q6

<latexit sha1_base64="pVBEiZwxsdO18JjSg9DpgXFuFZQ="></latexit>

Uj = Aj
6 = Aj

j�1Uj�1, j 2 {1, 2, 3, 4}.

<latexit sha1_base64="RdEOeQSZUMgi++LrD3LfSPlGvak="></latexit>

U0 = A0
1(q1)A

1
2(q2)A

2
3(q3)A

3
4(q4)A

4
5(q5)A

5
6(q6)

A1
0(q1)U0 = A1

2(q2)A
2
3(q3)A

3
4(q4)A

4
5(q5)A

5
6(q6)

A2
1(q2)U1 = A2

3(q3)A
3
4(q4)A

4
5(q5)A

5
6(q6)

A3
2(q3)U2 = A3

4(q4)A
4
5(q5)A

5
6(q6)

A4
3(q4)U3 = A4

5(q5)A
5
6(q6)

A5
4(q5)U4 = A5

6(q6)
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• Si nous appliquons la méthode de Paul au robot Stäubli TX60 (un robot       
à 6 DDL avec porteur anthropomorphe et poignet de type rotule), nous 
trouvons qu’il existe 8 solutions du problème inverse dans le cas général
(avec 1 butée mécanique)

• Certaines positions dites singulières du robot occasionnent un nombre infini
de solutions. C'est par exemple le cas de la configuration initiale “sans offset” 
du robot    où les arguments de la fonction arc tangente
utilisés pour déterminer le paramètre sont nuls, ce qui rend ce paramètre
indéterminé

• Le choix de la valeur de ce paramètre étant
libre, on assigne typiquement la valeur
courante du robot. Ce choix fixe 
alors la valeur du paramètre

Robot 
Stäubli TX60 

Méthode de Paul: application au robot Stäubli TX60

<latexit sha1_base64="JXoSkBsAP7oB8PKVN6fT3eJwQj8="></latexit>

(✓1 = . . . = ✓6 = 0)
<latexit sha1_base64="ZXrFlhZnoM8c+BlABDp5asZzPVQ="></latexit>

✓4

<latexit sha1_base64="ZXrFlhZnoM8c+BlABDp5asZzPVQ="></latexit>

✓4
<latexit sha1_base64="BCHwY03NThT0GR0b7jQvdTvUDNI="></latexit>

✓6
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• À titre d’exemple, les quatre postures compatibles avec une pose donnée
du poignet d’un manipulateur anthropomorphe sont montrées ci-dessous:

1)   Bras à gauche 
et en haut

2)   Bras à droite
et en haut

3)   Bras à gauche
et en bas

4)   Bras à droite
et en bas

Poignet

• Les solutions de forme fermée du MGI du manipulateur anthropomorphe et 
sphérique, et du poignet de type rotule sont présentées dans les pages 94-100    
du livre de Siciliano, Sciavicco, Villani et Oriolo
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• Nous avons vu que le modèle géométrique direct d'un robot peut
se représenter aussi à l'aide de l'application:

Cette application est définie de l'espace articulaire (EA) vers l'espace
opérationnel (EO), tous les deux de dimension , en général

Remarques

• Dans le cas du robot Stäubli TX60 avec 1 butée mécanique, il existe
(au maximum) 8 solutions possibles pour attendre un point de l’EO

• Dans la pratique, cette “non propriété” peut poser des problèmes,                   
par exemple, dans le cas où des obstacles sont à proximité du robot 

• En effet, la réalisation d'une trajectoire rectiligne peut s'avérer
irréalisable physiquement ou le bras du robot peut être amené
à se reconfigurer, ce qui peut induire des comportements
“intempestifs” du manipulateur

<latexit sha1_base64="5rMgWVeMCfmxgcuW9ST/FQ3noOY="></latexit>

xe = f(q)

<latexit sha1_base64="StFRcZB3VqIDw2B3nl6otwVdOgU="></latexit>

n  6

• Cette application n'est pas biunivoque, c’est-à-dire, à un élément de l’EA
correspond une seule image dans l’EO, mais par contre un élément de l’EO
pourra être l'image de plusieurs éléments de l’EA


