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Exercice:

1. Déterminer le jacobien géométrique J(q) € R®*™ du manipulateur sphérique montré dans
la Figure 1 ci-dessous.

Figure 1: Manipulateur sphérique.

2. Identifier les singularités cinématiques du manipulateur en étudiant le rang de la ma-
trice J(q). Préciser de quel type de singularité s’agit-il et dessiner le robot dans la con-
figuration correspondante.

Solution:

1. Nous avons vu le modele géométrique direct du manipulateur sphérique en cours. On rap-

pelle que,
C1Cy —S81 C1892 d3 C152 — dg S1
s1c2  c1 8182 dgsisa+dacy
T5(q) = AY(61)A5(02)A3(ds) = .
—S89 0 C2 d3 Co
0 0 0 1

avec q = [0y, 02, d3]”. Le robot possede 2 articulations rotoides et 1 articulation prisma-
tique, donc le jacobien géométrique sera une matrice 6 x 3 avec la structure suivante,

J(q) _ [JPl JPQ JP3 ] ‘
Jo: Jo, Jo,

(2)

Grace a la formule,



Zi—1 . . . . . .
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] si Particulation i est rotoide,

nous pouvons récrire (2) comme suit,

I(q) = [ZO x (P3 —Po) 2Z1 X (P3—P1) Z2

Z Z1 03x1

Il nous reste maintenant a calculer les vecteurs zg, z; et zy et les vecteurs py, p; et ps.
Nous avons que:

0 ds cos 81 sin 0y — dsy sin 64
Po=P1 = | 0|, p3= |dgsinbfysinbty+dycosb; |,
0 d3 cos By

oll p; est donné par les 3 premiers éléments de la 4° colonne de la matrice A?, et ps est
donné par les 3 premiers éléments de la 4° colonne de la matrice Tg (en réalité, le calcul de
Po et p; est immédiat, car les repeéres 0 et 1 ont la méme origine de coordonnées (0, 0, 0),
cf. la Figure 1). Le vecteur p3 recherché a été marqué en bleu dans I’équation (1).

Les trois vecteurs manquants sont,

0 —sin 0 cos 01 sin 09
zo=|0]|, z1=| cosbBy |, zo= |sinbisinby |,
1 0 cos 0y

ol z1 et 2o sont donnés par la 3¢ colonne des matrices de rotation RY et RY, respectivement.
Cette derniere matrice n’a pas été déterminée auparavant, et nous devons la calculer
explicitement pour trouver zo (marqué en rouge):

cos @1 cosfy —sinfy cosbysinby
RY = RY(6;)Ri(6y) = |sinfycosfy cosfy sinbsinby
—sin 6y 0 cos By

Si on réunit toutes les pieces ensemble, nous avons que,

0 d3 C159 —d2 S1 —S81 d3 C159 —d2 S1 C152
0| x |d3gsisy +dscy Cc1 X | d3s189 + dycy 5159
1 ds co 0 ds c2 C2
J(aq) =
0 —S1 0
C1 0
L 1 0 0 |




Aprés avoir calculé les trois produits vectoriels, on obtient enfin,

[ —ds3sinfq sinfy — dycos 67  dscosfycosbfy cosbysinby |
dscosfsinfy —dysinf;  dssinfqcosfy sin b sin b
0 —d3 sin 92 COS 92
J = 3
(a) 0 _sinf, 0 3)
0 cos 01 0
i 1 0 0 i

2. Pour déterminer les singularités cinématiques du manipulateur sphérique, on peut se re-
streindre & la sous-matrice Jp(q) € R3*3 du jacobien J(q),
—d3sinfy sinfy — dycosfy  dzcos by cosfy cosbysinby
Jp(q) = | dscosfisinfy —dysindy  dssinfycosfy sin by sinhy

0 —d3 sin 05 cos 05

Le déterminant de cette matrice 3 x 3 peut étre calculé, par exemple, avec la regle de
Sarrus,

det(Jp(q)) = d3 Slc%(—dg S189 — dg 01) — dg Clsg(dg C189 — dg 81)
+ d3 518%(—d3 5189 — d2 Cl) — d3 Clc%(dg C159 — d2 81)

= —dg sin 92.

Nous avons que det(Jp(q)) = 0, si:

(a) 62 =0,
(b) 02 =,
(C) d3 =0.

En conclusion, les singularités cinématiques du manipulateur sphérique sont tous les
vecteurs q = [01, 6o, d3]” tels que:

e 01 quelconque, 05 € {0, 7} et d3 > 0,
e 01 quelconque, 05 ¢ {0, 7} et d3 = 0.

Du point de vue géométrique, le cas (a) correspond au manipulateur ayant les axes z
et zo paralleles et leffectuer qui pointe vers le haut; vice-versa, le cas (b) correspond au
manipulateur ayant les axes zg et zo paralléles et 'effectuer qui pointe vers le bas. Dans
les deux cas, il s’agit de singularités de type 2. Enfin, le cas (c) correspond au cas limite
(physiquement inadmissible) ou les repéres 2 et 3 coincident: il s’agit cette fois-ci d’une
singularité de type 1.



