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TD 1 : Propagation d'incertitude

Solution

Exercicel: Loi d'Ohm

On mesure la tension d'une résistance quand celle-ci est traversée par un courant.
Si la tension mesurée Vi, = V = oy et le courant mesuré I, = | = 01 ou ov et o1 sont les
incertitudes (écarts types) sur Vi et I, respectivement:

1. Evaluer l'incertitude sur le calcul de la résistance R.

2. Quelles sont vos conclusions ?

Figure 1 : Resistance traversée par un courant.

Solution:

1. Par la loi d'Ohm, nous savons que la tension V = RI et donc que R = V/I. Nous savons
aussi que Vi, = V = oy et que Im = I = 1. Notre objectif est de calculer Var[R] = or?.

La loi de propagation d'incertitude vue en cours (cf. Chapitre 1, Partie 4), nous dit que la
variance d'une certaine fonction f de la variable aléatoire vectorielle X, peut étre calculée de
fagon approchée en utilisant la formule suivante:

Var[f(X)] = Ji(Xo)Var[X]J:(Xo)T

ou Jf(Xo) est la matrice jacobienne de la fonction f évaluée sur le point Xo = E[X] et Var[X]
est la variance du vecteur aléatoire X.

Dans notre probléme particulier, nous avons que la fonction f est scalaire et elle est donnée
par f(X) = f(V,I) = V/I. En outre, I'espérance de notre vecteur aléatoire X est simplement
[V, I]T. Le calcul de la matrice jacobienne de f(V, I), nous donne,

Ji(V, 1) = [0f/aV, af/a1] = [1/1, -V /12].

Sous I'hypothése de mesures non corrélées, nous obtenons enfin:

Var[R] = [1/], -V/I?] diag(ov?, o1?) [1/1, -V/I2]T = ov?/1?2 + V202 /14
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2. A partir de la formule précédente, nous pouvons remarquer que si le courant I est
"grand" et la tension V est "petite”, la variance ov? aura un impact plus important sur
Var[R] que o

Exercice Il : Volume et aire totale d'un cylindre
Sachant que les erreurs relatives sont de 3% sur le rayon r et de 2% sur la hauteur #,
calculer les erreurs relatives sur le volume et sur l'aire totale d'un cylindre circulaire droit.

Solution:

a. Volume du cylindre:

Le volume d'un cylindre circulaire droit de rayon r et de hauteur / est donné par la formule
V = t/%h. Nous savons que rm = 7 += 0.037 et que Am = /1 = 0.02A4. Pour calculer Var[V], nous
pouvons utiliser la loi de propagation d'incertitude. Cela nous donne,

Var[V] = Ji(r, h)Var[(r, &)"|Je(r, h)T
ou

Ji(r, h) = [0f/dr, 0F/0h] = [2rrh, i)
Sous I'hypothése de mesures non corrélées, nous obtenons:

Var[V] = [2nrh, 7] diag((0.03r)2, (0.02h)2)[25crh, 70r°]T = 0.4 x 1072 ;2 r* h2,

Donc
Vm = E[V] £ Var[V]V2 = n/?h +0.0637/°h

qui correspond a une erreur relative de 6.3% sur le volume du cylindre.

b. Aire totale du cylindre:

L'aire totale d'un cylindre circulaire droit de rayon r et de hauteur 4 est donnée par la
formule A = 27 (2 + r). Pour calculer Var[A], nous pouvons utiliser a nouveau la loi de
propagation d'incertitude, qui nous donne:

Var[A] = Ji(r, h)Var[(r, B)T]Js(r, h)T
ou

Ji(r, h) = [0f/r, 8f/0h] = [2x(h + 2r), 2mr].

Sous I'hypothése de mesures non corrélées, nous obtenons enfin:

Var[A] = [2n(h + 2r), 2nr] diag((0.037)2, (0.02A)2) [2n(h + 2r), 2nur]T
= (217)2 [0.032 (1 + 27)* + 0.02%h2].

Donc

Am = E[A] = Var[A]Y/2 = 2nr(h + r) = 2007[0.032 (h + 27)* + 0.02° h2]1/2.
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Exercice IIl : Ajustement de droite
Dans une image on détecte N points de contours de coordonnées (x;, y;), i = 1,2,..,N.

Ces points sont détectés avec une incertitude oy et o), sur les deux axes principaux.
On souhaite calculer une droite d’équation y = ax + b passant par les N points.

1. Donner I'expression des coefficients a et b.

2. Donner les incertitudes o, et op sur les coefficients estimés a et b.

Solution:

Dans le cours (cf. Chapitre 1, Partie 4), nous avons vu I'ajustement de droites réalisé par la
meéthode des moindres carrés. La seule différence dans cet exercice est que la droite est
représentée en coordonnées cartésiennes et pas en coordonnées polaires. Donc, nous avons
y =ax + b (ou x est la variable muette) au lieu de pcos(0 - a) —r = 0, et les parametres a
estimer par la méthode des moindres carrés sont (a, b) au lieu de (r, a).
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