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Introduction

CSAIL-MIT

Cohorte de robots 
mobiles

Réseau de téléphonie mobile

Membres d’un réseau social 
(Facebook, Twitter, TikTok)

Un système multi-agents est un système constitué d‘un ensemble d‘unités
autonomes intelligentes qui communiquent et collaborent entre eux

Réseau d’ordinateurs (Internet), 
objets connectés (IoT)

Générateurs d’énergie dans
un réseau électrique (parc

éolien, centrale solaire
photovoltaïque, etc.)

Northwestern Univ. 2020
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Étude de systèmes multi-agents en réseau:

• Modélisation de l’incertitude

• Fusion des mesures

• Estimation distribuée (pour le diagnostic et la surveillance)

CSAIL-MIT

Introduction

Applications d’intérêt : 
Réseaux multi-capteurs, réseaux de distribution électrique, objets et 
véhicules connectés, robots collaboratifs, systèmes à grande échelle
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Plan du cours
Chapitre 1: Modélisation de l’incertitude

1. Introduction

3. Incertitude d’un capteur

2. Représentation de l’erreur

4. Propagation d’incertitude

Chapitre 2: Traitement des mesures
1. Réseaux multi-capteurs

2. Fusion des mesures

Chapitre 3: Estimation distribuée

3. Dynamic average consensus estimators

5. Filtre de Kalman distribué

4. Méthode des moindres carrés distribuée

1. Introduction à la théorie des graphes

2. Protocole de consensus

Découverte des laboratoires: Activités de recherche du laboratoire MIS
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• “Introduction to Autonomous Mobile Robots”, R. Siegwart,                    
I.R. Nourbakhsh, D. Scaramuzza, MIT press, 2e éd., 2011 [Ch. 4]  

Bibliographie

• “Graph Theoretic Methods in Multiagent Networks”, M. Mesbahi,     
M. Egerstedt, Princeton University Press, 2010 [Ch. 8]

• “Estimation with Applications to Tracking and Navigation”, Y. Bar-Shalom,     
X. Rong Li, T. Kirubarajan, Wiley & Sons, 1re éd., 2001 [Ch. 5, 12] 

• “Optimal Control and Estimation”, R.F. Stengel, Dover Publications, 1994 
[Ch. 4], 27 €
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• Diapos du cours
http://home.mis.u-picardie.fr/~fabio/Teaching_SDSM22-23.html

Bibliographie
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Connaissances préalables

On part du principe que vous possédez de bonnes connaissances de:

• Algèbre linéaire (opérations sur les vecteurs et les matrices)

• Calcul différentiel (gradient, matrice jacobienne, etc.)

• Calcul des probabilités et théorie de l’estimation (variables 
aléatoires, distributions de probabilité, etc.)

• Théorie des systèmes (équations différentielles ordinaires, 
représentation d’état d’un système LTI à temps discret et               
à temps continu)

Note finale

<latexit sha1_base64="mSfCUD53JLQiUTA3hL8OtX4xRbI="></latexit>
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Ch. 1: Modélisation de l’incertitude

� Introduction

� Représentation de l’erreur

� Incertitude d’un capteur

� Propagation d’incertitude

Partie 2

Partie 3

Partie 1

Partie 4
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• Les mesures en provenance d’un capteur sont toujours entachées
d’une certaine erreur

• Il est nécessaire de représenter cette incertitude, de la     
propager et de la prendre en compte dans le processus en aval

• Par ex. pour la localisation et la planification de trajectoire
d’un robot mobile

Introduction: modéliser l’incertain
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Modéliser l’incertain: les objectifs
� Nos objectifs

§ Quantifier un degré de confiance dans une mesure

§ Propager l’incertitude de chaque mesure sur l’état

§ Évaluer l’adéquation modèle/mesure tenant compte de 
l’incertitude et quantifier un degré de confiance dans l’état estimé

§ Modéliser l’incertain entachant les mesures et les combiner    
(fusion des mesures)

Exemple 1: robot mobile
Un robot se déplace dans un environnement connu, muni d’un capteur 
de distance. Passera-t-il par une porte ?

Problème: Comment estimer la position du robot à chaque instant ? 
Avec quelle précision ?

robot

porte

<latexit sha1_base64="aNImi3oCe0BzwBwm3zIyZBXcHlI="></latexit>r



11

Vitesse retenue du véhicule = vitesse mesurée marge technique

Marge technique (écart type sur les mesures de vitesse): 
• Radar fixe: 5 km/h pour des vitesses < 100 km/h                                    

et 5% pour des vitesses ≥ 100 km/h

• Radar mobile: 10 km/h pour des vitesses < 100 km/h                            
et 10% pour des vitesses ≥ 100 km/h

_

Exemple 2: radar de contrôle routier 

Source: www.securite-routiere.gouv.fr

Radar fixe Radar mobile



Les différents types d’erreur
• Erreurs systématiques (ou déterministes)
Une erreur systématique est soit constante (biais),                     
soit à variation lente en fonction du temps (dérive) 
→ Décalage entre la valeur vraie et la valeur mesurée

Exemples: erreur sur la valeur d’une grandeur de référence,   
erreur due à la surchauffe d’un appareil (par ex. une caméra)

• Erreurs aléatoires (ou accidentelles)

Exemples: bruit induit par une carte de numérisation              
ou par un microphone

• Erreurs aberrantes
Écart « énorme » entre la vraie valeur et la valeur mesurée 

Exemple: erreur de mise en correspondance en vision              
par ordinateur

12
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Méthode des moindres carrés

Modèle théorique: Famille de fonctions d’une ou
plusieurs variables muettes , indexées par un ou plusieurs
paramètres inconnus 

• La méthode des moindres carrés permet de sélectionner
parmi ces fonctions celle qui reproduit (explique) le mieux
les données expérimentales

• La méthode consiste en une prescription, qui est que
la fonction qui décrit « le mieux » les données
est celle qui minimise la somme quadratique des déviations
des mesures aux prédictions de

Petit rappel: 

<latexit sha1_base64="Zdq5pI2uuiVd1r58dqQej3E8ZxY="></latexit>x

<latexit sha1_base64="MTuMYrO5EscUcUkU9yZh6CBpH2g="></latexit>yi

<latexit sha1_base64="4+4Ts27s0JBpeAHrTlKO8jivAp0="></latexit>

h(x;�)

<latexit sha1_base64="4+4Ts27s0JBpeAHrTlKO8jivAp0="></latexit>

h(x;�)

<latexit sha1_base64="4+4Ts27s0JBpeAHrTlKO8jivAp0="></latexit>

h(x;�)

<latexit sha1_base64="X86BUfw0QhGt4L+KAeQg7xLb9FQ="></latexit>

�



14

Méthode des moindres carrés

: résidu du modèle (c’est l’écart entre la mesure et           
la prédiction donnée par le modèle)

: mesure de la “distance” entre les données expérimentales
et le modèle théorique qui prédit ces données

• Si nous disposons de    mesures , les paramètres
« optimaux »    au sens de la méthode des moindres
carrés sont ceux qui minimisent la fonction de coût:

avec

• La prescription des moindres carrés commande que cette
distance soit minimale, à savoir:

<latexit sha1_base64="KGCe7zVhMhkAs6CqJQoS5dISNkQ="></latexit>y1, . . . , yn
<latexit sha1_base64="pPEdIWqGZGDM/hoz4703c7w8hjE="></latexit>n

<latexit sha1_base64="5Q9OURKLmxwh/EWT82442atLXkE="></latexit>

S(�) =
nX

i=1

d2i (�) =
nX

i=1

(yi � hi(xi;�))
2

<latexit sha1_base64="q0Jmpj+aN0h/xV4Ycnb9QMeJ2Ik="></latexit>

di(�)
<latexit sha1_base64="MTuMYrO5EscUcUkU9yZh6CBpH2g="></latexit>yi

<latexit sha1_base64="9telwqkUCvVf4IBFdbcCNoQCA4M="></latexit>

hi(xi;�)
<latexit sha1_base64="HkwscKEHUAourblvsjlIlVjcOpM="></latexit>

S(�)

<latexit sha1_base64="akt1w6F6BpvAt46SIPcJHEEXQEc="></latexit>

b� = argmin
�

S(�)

<latexit sha1_base64="CiLsNLTHjWHPtDwczJ8JqkQ4qC4="></latexit>

�



Si            est linéaire, on parle de méthode des moindres
carrés ordinaire (ou des moindres carrés linéaires). Le calcul
du vecteur de paramètres optimal est direct dans ce cas

Exemple (une seule variable muette ):

Méthode des moindres carrés
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<latexit sha1_base64="4+4Ts27s0JBpeAHrTlKO8jivAp0="></latexit>

h(x;�)
<latexit sha1_base64="lwRz8uklPUX035BMrWpSA1ggqRM="></latexit>

b�

Mesures (bleues)

<latexit sha1_base64="blR9R9+HQWYhQwJ2KccQAEWr7UM="></latexit>x

<latexit sha1_base64="o+r11HiDFywMXGqJSEZvGwzNBH8="></latexit>

� =


a

b

�

<latexit sha1_base64="yXJ0ygLP2ObzwLMwa2V5qSNxmWQ="></latexit>

hi(xi; a, b) = axi + b

<latexit sha1_base64="gZP82LjNS8PG4OvZX7k8/7wPJf0="></latexit>

S(a, b) =
nX

i=1

(yi � axi � b)2
<latexit sha1_base64="XRe9mm387vVArWseG/KLvaJjYbE="></latexit>

y = ax+ b

<latexit sha1_base64="A1JJLR5mw8+aHHZNCHbsFeT7pCQ="></latexit>x

<latexit sha1_base64="MkwOKYlkXfGMoV/qHa35GGanuyk="></latexit>y

Régression linéaire (ajustement de droite)



16

Ch. 1: Modélisation de l’incertitude

� Introduction

� Représentation de l’erreur

� Incertitude d’un capteur

� Propagation d’incertitude

Partie 2

Partie 3

Partie 1

Partie 4



Représentation de l’erreur

1) Représentation par distribution de probabilité

• Une mesure = réalisation d’une variable aléatoire (v.a.)

• En répétant plusieurs fois une mesure, on obtient des résultats
plus ou moins différents, dont la répartition est aléatoire

Intérêt: facilité de manipulation (composition, comparaison et 
transformation de deux densités de probabilité)

Remarque: 
Représentation par zone
d’incertitude:
→ Utilisation d’une distribution                                                   

uniforme

17

La représentation doit permettre de composer et de fusionner
facilement les erreurs

<latexit sha1_base64="w0ggZhH9IfNpm+jc3Cs05LrzKs8="></latexit>

U(a, b)

<latexit sha1_base64="oYo5C56qBPziCGYma4CuRd3oMEI="></latexit>

U(a, b)

<latexit sha1_base64="ZUFCnSFeNFpmLPxy9kxpDqL5Mwk="></latexit>

1

b� a

<latexit sha1_base64="1ZZ2u5CTmATnmcm+en1yeUx1yDk="></latexit>a
<latexit sha1_base64="2xgb08lkhmT0+1gykjMQUhMXQac="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="A1JJLR5mw8+aHHZNCHbsFeT7pCQ="></latexit>x<latexit sha1_base64="M624eEGa/loa6GkTRgmzxI2puzg="></latexit>

0



Incertitude d’un capteur: exemple du sonar

Mesure

Distance

ObstacleEmetteur/
récepteur

Onde émise

Onde réfléchie

Gaussienne
standard

Temps
18

<latexit sha1_base64="szzwyZrHKgcsPh2NN91rmDXHipE="></latexit>µ

<latexit sha1_base64="ABodYdFb2KRpnWgr9gwYgqLbBAw="></latexit>µ

<latexit sha1_base64="IrcQrp3XUi+IVK+9PhKQ5Z0iMDM="></latexit>

µ+ 3�

<latexit sha1_base64="Lr9+yDN8KcNOFvhrizsHKJIiQ1c="></latexit>

µ� 3�



Représentation de l’erreur
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Soit une v.a. d’espérance et de variance finie
L'inégalité de Bienaymé-Chebyshev s'énonce de la façon 
suivante. Pour tout réel strictement positif :

• Cette inégalité montre qu'une v.a. prend avec une grande 
probabilité une valeur relativement proche de son espérance

(en réalité, seulement le cas de          est utile)

• On déduit de cette inégalité que pour         :

À savoir, l’intervalle                        contient au moins                   
c’est-à-dire, l’essentiel de la distribution

<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X <latexit sha1_base64="xaBK2ZuKK2eppbQwgalqYFIpvyQ="></latexit>µ
<latexit sha1_base64="6JYh6hOGmbJWOVZQ8kaxEtQ5vyw="></latexit>

�2 > 0.

<latexit sha1_base64="szzwyZrHKgcsPh2NN91rmDXHipE="></latexit>µ

<latexit sha1_base64="3KxRD57xb2XB6og+hIWz9kPPFK4="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="eZssAaTOGvwpRsppNP80STI6CsE="></latexit>

µ� k�
<latexit sha1_base64="vYZ6kLfM+/4IoHHc4CHIuz3Pmj0="></latexit>

µ+ k�
<latexit sha1_base64="10ndy+tYgBFqynP/5+1qbWqAESU="></latexit>

Pr(|X � µ| � k�)  1

k2

<latexit sha1_base64="+R6mrgpD69s9I5A5HWNeHIvxk+U="></latexit>

Pr(|X � µ| � 3�)  1

9

<latexit sha1_base64="iQv+DSLpy3NRq5D3U5tZdZAGRqA="></latexit>

k > 1

<latexit sha1_base64="szzwyZrHKgcsPh2NN91rmDXHipE="></latexit>µ
<latexit sha1_base64="snx0MxcVBsYvK882a+/RhuFA66U="></latexit>

k = 3

<latexit sha1_base64="SzqTs0tmY3RkyWZViY+6XTVQHIU="></latexit>

[µ� 3�, µ+ 3�]
<latexit sha1_base64="mYaZIpc1HcLrts0KYmDgz7Yfv78="></latexit>

8/9 (88.8%)



Représentation de l’erreur
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• Cette majoration est souvent excessive (trop conservative)
• En effet, pour la loi normale de moyenne nulle et d'écart type 

unitaire (gaussienne centrée réduite ou standard avec                 )
l’intervalle                   contient       de la distribution (au lieu de

)
99.7% des données se situent 
à 3 écarts types de la moyenne

95% des données à 2 écarts
types de la moyenne

68% des 
données

<latexit sha1_base64="Cgt5jdJYQDfu1GwuxtFNPmy+gWk="></latexit>

µ = 0, � = 1
<latexit sha1_base64="lGteEhlGD5y0FI3eUR4LyRsRyOw="></latexit>

[�1.65, 1.65]
<latexit sha1_base64="r15R2Y5JYFwkKeqc9oK8Ye+V9Io="></latexit>

90%
<latexit sha1_base64="+InnHBCl3tCtjVZC7fjtc4DNabY="></latexit>

100(1� 1/1.652) = 63.2%



2) Représentation par régions (ou ensembliste)
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• En statistique, une v.a. vectorielle est représentée par une 
distribution de probabilité. Au contraire, dans une approche
ensembliste, est représentée par un ensemble dans lequel              
est supposée d’appartenir (à savoir, le support de la fonction         
de densité de probabilité (pdf) de est inclus à l’intérieur de )

• Définition d’une zone où la vraie grandeur doit se trouver

Illustration 1D
(intervalle):

pdf de    (sur un intervalle borné)

Rappr. probabiliste Rappr. ensembliste

Modélisation et représentation de l’erreur

� Propagation de contraintes sur les régions: uniquement                
des opérations (intersection, union, etc.) sur des                
ensembles. Polytopes en général, mais aussi
ellipsoïdes

<latexit sha1_base64="rxVep5OF7nw4DHSWVTmAWQY516E="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="rxVep5OF7nw4DHSWVTmAWQY516E="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="rxVep5OF7nw4DHSWVTmAWQY516E="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="rxVep5OF7nw4DHSWVTmAWQY516E="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="Zk9jUz69KLpJaye9TFXCHMailxw="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="nBw7zCque05gHy/ZvuTjsydl9bU="></latexit>

S

<latexit sha1_base64="nBw7zCque05gHy/ZvuTjsydl9bU="></latexit>

S

<latexit sha1_base64="nBw7zCque05gHy/ZvuTjsydl9bU="></latexit>

S

<latexit sha1_base64="JiWh5n1sTNerkOZpIzEeV4r6tPM="></latexit>

p(x)
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"Applied Interval Analysis: With Examples in Parameter and State Estimation, Robust 
Control and Robotics", L. Jaulin, M. Kieffer, O. Didrit, E. Walter, Springer, 2001

• Si on représente une v.a. vectorielle par un ensemble, on a besoin  
de moins d’assumptions sur la v.a. (par ex. l’hypothèse d’indépendance
des variables) et on peut traiter les non linéarités plus facilement

• Cependant:
1) Une pdf fournit des informations plus riches                              

que l’ensemble qui enferme son support 
2) Par composition, la région peut devenir

très complexe et/ou ne plus appartenir
à la famille de représentation choisie
(calculs onéreux)

3) La représentation par des régions
peut se révéler assez conservatrice

Avantages et inconvénients:

?!

Modélisation et représentation de l’erreur
2) Représentation par régions (ou ensembliste)

<latexit sha1_base64="G6Al5o0TMcTBYMT/7MOEa9oRHUA="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="a/Ilq5YJo6ZisQeXPBJ42JYotaI="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="K7ReoPNo94DiEdJY+GQIkDjuQhs="></latexit>

A \ B
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Ch. 1: Modélisation de l’incertitude

� Introduction

� Représentation de l’erreur

� Incertitude d’un capteur

� Propagation d’incertitude

Partie 2

Partie 3

Partie 1

Partie 4
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� Combiner des mesures incertaines
� Par ex. en robotique mobile:
◦ Plusieurs mesures
� Différents capteurs
� Différents instants de temps

24

Quelle incertitude
sur , connaissant

sur               ?

Propagation d’incertitude: introduction

Système

Sonar

Laser

Caméra RGB-D
<latexit sha1_base64="r2HfYWq/jiXXskt5Ntz/IBt+p68="></latexit>

Yj = fj(X1, . . . , Xn)

<latexit sha1_base64="2V5UrS1Gz5tBAIfhs+sB3vC8C3E="></latexit>

Yj
<latexit sha1_base64="4yJCSdoawi7x5T1al98THNY5LBE="></latexit>

fj

<latexit sha1_base64="u+SvsFGgDs5DZQezqiFpuoDX8/o="></latexit>

X1...
Xi...
Xn

<latexit sha1_base64="ydllMxipCJ3uUPVPx8x2N71ZGL8="></latexit>

Y1...
Yj...
Ym

<latexit sha1_base64="nhmBYEiXcKgp+hRMbnewZ1tRuNo="></latexit>

X1, . . . , Xn
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• Soit une v.a. continue et    la valeur spécifique 
(ou réalisation) que    prend

25

Propagation d’incertitude

• Soit                   une fonctionne déterministe (connue)

Problème: Comment calculer (ou approcher), l’espérance 
et la variance de  , à savoir:

Si    admet une fonction de densité de probabilité (pdf) 
, c’est direct: 

<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="Jc1+34lxaIMuxLx2YABg9tOesTc="></latexit>

f(X) : R ! R

<latexit sha1_base64="40gOojKqzvqMuZm5TQ93Kq17AL0="></latexit>x

<latexit sha1_base64="Ov/TTSsOIwRQFuzR3RmWJvMupn0="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="4U/R2S+Lzgw9yZX9+qZr1UB8Opk="></latexit>

E[f(X)], Var[f(X)] ?
<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="KTg/tuA3VS/iZ/J3PhrFlod5KZo="></latexit>

p(x)
<latexit sha1_base64="rnIdb/BupAp0LcddQnd6vnbqhvo="></latexit>

E[f(X)] = x =

Z 1

�1
f(x) p(x) dx

Var[f(X)] =

Z 1

�1
(f(x)� x)2 p(x) dx
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De la même façon, soient:

Si chaque v.a. de     admet une pdf , alors: 

: vecteur de variables aléatoires (vecteur aléatoire) 

: fonction déterministe de plusieurs variables

(matrice de 
covariance

)

Propagation d’incertitude

(vecteur          )

<latexit sha1_base64="pPEdIWqGZGDM/hoz4703c7w8hjE="></latexit>n
<latexit sha1_base64="IiJF0lbLtl4O7aGKHGZYfT/UaLI="></latexit>

f(X) : Rn ! Rm

<latexit sha1_base64="gX91bMlybxw5ffU9C6rA5nsoLFk="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="KTg/tuA3VS/iZ/J3PhrFlod5KZo="></latexit>

p(x)
<latexit sha1_base64="gX91bMlybxw5ffU9C6rA5nsoLFk="></latexit>

X

<latexit sha1_base64="RuP4pwEHQ2TUYYKnNQ8dQKCafIo="></latexit>

E[f(X)] =

2

66664

E[f1(X)]

E[f2(X)]
...

E[fm(X)]

3

77775

<latexit sha1_base64="nT53fVXyH11U2qNgJDgFIiVRRsE="></latexit>

Var[f(X)] = E[(f(X)� E[f(X)])(f(X)� E[f(X)])T ]

<latexit sha1_base64="iB5BVE00NwlAdzEfz2laKaspHCw="></latexit>

m⇥ 1

<latexit sha1_base64="drB/PV8a8jntOezQ4EQ0tjjYSJY="></latexit>m⇥m
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• La matrice de covariance est symétrique: les éléments
diagonaux sont les variances et les éléments extra-diagonaux
sont les covariances de couples de v.a.

• La matrice de covariance est semi-définie positive 
(les valeurs propres de la matrice sont positives ou nulles)

Propagation d’incertitude

Propriétés:

<latexit sha1_base64="b92PxJF52n+D5xbyhzDMp+5OH4g="></latexit>

Var[f(X)] = E[(f(X)� E[f(X)])(f(X)� E[f(X)])T ]
<latexit sha1_base64="6K+4INgWINUky6uMZMnWBqK1qCY="></latexit>

=

2

66664

Var[f1] Cov[f1, f2] · · · Cov[f1, fm]

Cov[f2, f1] Var[f2] · · · Cov[f2, fm]
...

...
. . .

...

Cov[fm, f1] · · · · · · Var[fm]

3

77775
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• Les quantités précédentes peuvent toujours être 
calculées par intégration numérique ...

... mais cela pose un problème si on veut faire des 
développements formels !

Par ex. si la v.a.    dépend d’un paramètre  , trouver  
tel que              soit minimale ou maximale  

Il y a donc un intérêt à disposer de formules, même
approchées, pour la propagation d’incertitude

<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X <latexit sha1_base64="0rIGeWYUS1mtI7Byp3HdPQKbHMc="></latexit>a <latexit sha1_base64="0rIGeWYUS1mtI7Byp3HdPQKbHMc="></latexit>a
<latexit sha1_base64="cDaiV+VUyV0ZgsH0DE7T828irbE="></latexit>

Var[X(a)]

Propagation d’incertitude
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Dans le cas linéaire:

Propagation d’incertitude: cas linéaire 

: vecteur colonne de variables aléatoires 

: matrice           connue

D’après la linéarité de l’espérance:

<latexit sha1_base64="eFsEB1VozdkS0SQ4KzypoVP8ZhU="></latexit>

Y = f(X) = AX

<latexit sha1_base64="pPEdIWqGZGDM/hoz4703c7w8hjE="></latexit>n
<latexit sha1_base64="gX91bMlybxw5ffU9C6rA5nsoLFk="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="zAGxT2GYVEd2atqHBnPAQxMQl5o="></latexit>

X1, . . . , Xn

<latexit sha1_base64="ra7qJRkEXugI5SeI2TDbPfsMoCc="></latexit>

A 2 Rm⇥n <latexit sha1_base64="H3TuK6098UPzVR+EQugD2illqws="></latexit>m⇥ n

<latexit sha1_base64="P+T07lm8qrEvvhFfgYIKBjyOglg="></latexit>

E[Y] = E[AX] = AE[X] 2 Rm

<latexit sha1_base64="ixdql/DlGVWZZFIfndvoGWnUBXY="></latexit>

Var[Y] = Var[AX] = E[A(X� E[X])(X� E[X])TAT ]
<latexit sha1_base64="s0dEId2sLhC2bEfZfmhPnRfAMNk="></latexit>

= AVar[X]AT 2 Rm⇥m
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Dans le cas non linéaire:

En l’absence d’autres informations, on approche la fonctionne            
avec l’application linéaire tangente (en d’autres termes,    

on utilise une approximation de Taylor de   au 1er ordre)

Soit alors

: vecteur colonne de variables aléatoires 

Propagation d’incertitude: cas non linéaire 

<latexit sha1_base64="gX91bMlybxw5ffU9C6rA5nsoLFk="></latexit>

X <latexit sha1_base64="pPEdIWqGZGDM/hoz4703c7w8hjE="></latexit>n
<latexit sha1_base64="zAGxT2GYVEd2atqHBnPAQxMQl5o="></latexit>

X1, . . . , Xn

<latexit sha1_base64="egYW33Y7joeyiK+LdDJeKxjIVcY="></latexit>

Y = f(X)

<latexit sha1_base64="u009RRttG9WKjCLpB8Uksr9zUBQ="></latexit>

f(X)
<latexit sha1_base64="BpyrFcep4utx1QABfsJTjIugL+8="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="rshbW14Rs1Hk+9i+onkmals2xEk="></latexit>

X0 = E[X]
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Au premier ordre:

avec matrice jacobienne (évaluée sur     ):

Alors:

Propagation d’incertitude: cas non linéaire 

<latexit sha1_base64="+NZqpk94C3TVcJiGIWPHaxQfxps="></latexit>

Y = f(X) ' f(X0) + Jf (X0)(X�X0)

<latexit sha1_base64="DqA/L1xJBWOwf00CGJCb/Um0zcc="></latexit>

X0

<latexit sha1_base64="cUlFu0h0oLv7Ia066lhCusdehZg="></latexit>

Jf (X0) =
@ f

@X
(X0) =


@ f

@X1
(X0), . . . ,

@ f

@Xn
(X0)

�
2 Rm⇥n

<latexit sha1_base64="qFHo5tUepdepWjBNC043jAN5I1g="></latexit>

E[Y] ' E[f(X0) + Jf (X0)(X�X0)]
<latexit sha1_base64="MhN2cCspjlqSzNfQo5I/OtvxATE="></latexit>

= f(X0) + Jf (X0)(E[X]�X0)
<latexit sha1_base64="Hvn+sy3g3NSNJCnEJG/3ldrPzpY="></latexit>

= f(X0)
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En outre:

Remarque:

Cas linéaire:

Cas non linéaire:

Propagation d’incertitude: cas non linéaire 

<latexit sha1_base64="nLnTOZz6toVKyZH/4L2rOooSDaU="></latexit>

Var[AX] = AVar[X]AT

<latexit sha1_base64="MUCY76Oql1nfn4LhPW2wgj+Wgkk="></latexit>

Var[f(X)] ' Jf (X0)Var[X]JT
f (X0)

<latexit sha1_base64="zNxAQFcrSHMRNrA45CvbcQe5klc="></latexit>

Var[Y] = E[(f(X)� E[f(X)])(f(X)� E[f(X)])T ])

' E[(f(X)� f(X0))(f(X)� f(X0))T ]

' E[(Jf (X0)(X�X0))(Jf (X0)(X�X0))T ]

= E[Jf (X0)(X�X0)(X�X0)TJT
f (X0)]

= Jf (X0)Var[X]JT
f (X0)
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• Sous l’hypothèse de v.a. indépendantes, la matrice de                
covariance « d’entrée »                   devient diagonale,            
à savoir:

Rappel: Deux v.a. ,    sont dites non corrélées, si leur covariance 
est zéro:

Si    et    sont indépendantes avec moments d’ordre 2 finis, alors elles
sont non corrélées. Toutefois, pas toutes les v.a. non corrélées sont
indépendantes. Si   et   sont conjointement gaussiennes et non 
corrélées, alors elles sont indépendantes

Propagation d’incertitude: conclusion
<latexit sha1_base64="EXL6nSEtwMr8oLU0lpBHJJfkYrc="></latexit>

Var[X] , CX

<latexit sha1_base64="c9uJDieCa1rJUop+1teSKXNYUvE="></latexit>

CX = diag(�2
X1

,�2
X2

, . . . ,�2
Xn

) =

2

666664

�2
X1

0 · · · 0

0 �2
X2

· · ·
...

...
...

. . .
...

0 . . . . . . �2
Xn

3

777775

<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="me9c6FbmzKE6VISUOZmhFmMiBY4="></latexit>

Y
<latexit sha1_base64="Y5VW1SLBmkB3TX9W57Eb6gzblCc="></latexit>

Cov[X, Y ] = E[X Y ] � E[X]E[Y ] = 0
<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="me9c6FbmzKE6VISUOZmhFmMiBY4="></latexit>

Y

<latexit sha1_base64="ZEYnZ9RS/HyFmPlGM5fPLdecr6o="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="me9c6FbmzKE6VISUOZmhFmMiBY4="></latexit>

Y
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• Approximation de Taylor au 1er ordre de

Nous avons la matrice jacobienne suivante:

• Loi de propagation d’incertitude (formule compacte):

Propagation d’incertitude: conclusion
<latexit sha1_base64="u009RRttG9WKjCLpB8Uksr9zUBQ="></latexit>

f(X)

<latexit sha1_base64="3qazEr7AewKLl8lr3eZNS+ETN0g="></latexit>

FX =

2

664

@ f1
@ X1

@ f1
@ X2

· · · @ f1
@ Xn

...
...

. . .
...

@ fm
@ X1

@ fm
@ X2

· · · @ fm
@ Xn

3

775 2 Rm⇥n

<latexit sha1_base64="YT93znad2YRzArDDeB80SoOw3jg="></latexit>

CY = FX CX FT
X

<latexit sha1_base64="SV01SY1GLOWIEdWuU7S8hfLDOrI="></latexit>

(')

Matrice de 
covariance           

« de sortie »
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Exemple (1/3)
Soit                   un vecteur gaussien de moyenne          
et de covariance   

Soit la v.a. scalaire

Rappel: Soit un vecteur aléatoire.    est dit
vector gaussien, si et seulement si, pour toute suite                       
de nombres réels, la v.a.

est une v.a. gaussienne

Objectif: Comparer les valeurs exactes et les valeurs 
approchées de la variance de 

<latexit sha1_base64="HwueKudVGpZBrZdKlesEQSV0J9c="></latexit>

X = [X, Y ]T
<latexit sha1_base64="SCvF3+gmur9birZ0wdv/shDQTms="></latexit>

[0, 0]T

<latexit sha1_base64="shagZwrXAx1A1A8oBrR9Jcc68w4="></latexit>

�2


1 0

0 4

�

<latexit sha1_base64="SndWeksc+mc2mSNMhjnQnqET2po="></latexit>

X 0 = f(X, Y ) = X2 + 3X � 2Y + 5

<latexit sha1_base64="kwoW1nUJTnCVXEcOB/gn+ourVKs="></latexit>

X 0

<latexit sha1_base64="zeHac1+d1MyKZkJFPrBd3qrmRg8="></latexit>

X = [X1, . . . , Xn]
T <latexit sha1_base64="DtYP+1rSZFSgS/bjY9Q0WLKDjE4="></latexit>

X
<latexit sha1_base64="QcRmo3PoVjJG/yg1tAzA/BCwpEw="></latexit>a1, a2, . . . , an

<latexit sha1_base64="XqK3zadb1xNScWqBFnLPmlV7l2s="></latexit>

Z = a1X1 + a2X2 + . . .+ anXn
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Nous avons la pdf suivante (                       ):

En intégrant numériquement avec Maple (ou Matlab),   
nous obtenons:

Exemple (2/3)
<latexit sha1_base64="dy9IAxuXTxQvtcSyD2qYqJF6ubc=">AAACxHicbVHLbtQwFPWER0t4TWHJJmKKNJWqUVKJwgapiArYAEV02pEm0chxbqbW2I5lOwOtZf6Ir2GFBP+Ck2ZBWq5k+ejch+/xySWj2sTxr0Fw4+at2xubd8K79+4/eDjcenSiq1oRmJKKVWqWYw2MCpgaahjMpALMcwan+epNkz9dg9K0EsfmXELG8VLQkhJsPLUYvtveDuU4XYOxM7cTvYpSjs0Zwcx+dOM0r1ihz7m/bMprt5vu9qgvdMmx2wn9jMVwFE/iNqLrIOnACHVxtNgaQFpUpOYgDGFY63kSS5NZrAwlDFyY1hokJiu8hLmHAnPQmW0Vu+iZZ4qorJQ/wkQt+2+HxVw3W/rKRo++mmvI/+YK3QzsvW6bK qVL3WdruVQAq/6ixZpK3a367XLXvhBTvswsFbI2IIiLojAV8JVUnGNR2MYGN08ym4LQtYLmYWtbR/IyGiXO+WmH4L9LwQdPvmbyDOfeurZEXhBnPx0nzraIO0u9EG9MctWG6+Bkb5I8n8Sf90YH+51Fm+gJeorGKEEv0AF6j47QFBH0A/1Ev9Gf4G3AAh3Ul6XBoOt5jHoRfP8LBD7hZg==</latexit>

p(X) = N (µ, ⌃)
<latexit sha1_base64="BeWN4CvSP5NTa0W2IQ7FD48i//c="></latexit>

p(X) =
1p

(2⇡)2 det(⌃)
exp

✓
�1

2
(X� µ)T ⌃�1(X� µ)

◆

=
1

4⇡�2
exp

✓
� 1

2�2
(X2 +

1

4
Y 2)

◆

<latexit sha1_base64="ow9cpW6FlV3LibckUeF7OGzNyzg=">AAACpHicbVHLbhMxFHWGVxleKSzZWKQ8FlE0U6mCDVIRLFiAKCJpK8XTyOO5k1oZeyzbEyiWP4GvYQsfwt/gSWbBtFzJ8tG5575zVXFjk+TPILp2/cbNWzu34zt3791/MNx9eGzqRjOYsbqq9WlODVRcwsxyW8Gp0kBFXsFJvnrb+k/WoA2v5dReKMgEXUpeckZtoBbD53t7McnrqjAXInyOiMZjMn5NxniejMk4yc6mcdAshq NkkmwMXwVpB0aos6PF7gBIUbNGgLSsosbM00TZzFFtOavAx6QxoChb0SXMA5RUgMncZiKPnwamwGWtw5MWb9h/IxwVpu04KAW15+ayryX/6ytMm7BX3bUqbUrTZxu11ACrfqPFmivTtfpt22t/EFu+yhyXqrEgmcc4JhK+sloIKgtH1mD9PM0cAWkaDW1hF1YevrzEo9T7kO0dhHVp+BjIN5U6pznYrUR9Z959mqbebZDwjodBwmHSy2e4Co73J+nBJPm8Pzo86E60gx6jJ+gFStFLdIjeoyM0Qwz9QD/RL/Q7ehZ9iL5Es600GnQxj1DPorO/euzSng==</latexit>

µ = [0, 0]T
<latexit sha1_base64="bcRo0iIgVQr/gFNPRBFVzidRen0=">AAAC83icbVFNb9MwGHbC18gG6+DIxdCBOFRVUjGxC9IQHLgghli3SXWoHOdNajV2ItspG5Z/CTfElR+ExI/BaStEN17J8uPnffx+Zk3FtYnjX0F44+at23e27kbbO/fu7/b2HpzqulUMxqyuanWeUQ0VlzA23FRw3iigIqvgLJu/6fxnC1Ca1/LEXDaQClpKXnBGjaemvcX+fkSyusr1pfCXJZ94KajDZPCKDDDR3evziDwmFR RmQgZeDCWXVlCj+IWLEvwMx2ShG8rAxsP4kAlHSBR7+kVEQOZ/lWRAFC9nJo18ymmv78VLw9dBsgZ9tLbj6V4AJK9ZK0AaVlGtJ0ncmNRSZTirwIdvNfgi5rSEiYeSCtCpXQ7I4aeeyXFRK3+kwUv23x+WCt0NwCt9uTN91deR//Xlugu4kb1reKZ0oTfZtikVwHyz0HzBG70u9WJV62YjpjhMLZdNa0Ayh3FEJHxhtRDUT5YswLhJklo/Z90q6BJbS7orK3A/cc5Hewt+XAree/J11cxoBmYlab4yZz+cJM4ukXCW+0b8YpKra7gOTkfD5GAYfxz1jw7WK9pCj9AT9Bwl6CU6Qu/QMRojhn4HYbAd7IRt+C38Hv5YScNg/ech2rDw5x8TW+4A</latexit>

⌃ = �2


1 0

0 4

�

<latexit sha1_base64="AgQPsviUMu0rEk6CVaG4pMaQ66M="></latexit>

E[X 0] = 5 + �2

<latexit sha1_base64="s8qWthUNQn5drU6BS7LbQXDgULA="></latexit>

Var[X 0] = 25�2 + 2�4
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Par contre, en utilisant nos formules approchées:

Donc, au point  

D’où

Conclusion: Si    est petite,     est négligeable devant        
et l’approximation fournie de la variance de     est précise   

Exemple (3/3)

<latexit sha1_base64="R4g7K6uHlGWE0TUao9C0Q4UBsZg="></latexit>

Jf (X) =


@ f(X,Y )

@X
,
@ f(X,Y )

@ Y

�
= [2X + 3, �2]

<latexit sha1_base64="yGhCxz1iRldyss5GNPcRx1J4W10="></latexit>

X0 = [0, 0]T :
<latexit sha1_base64="AwSifEWjiy26kVuA0hsMPiVtlNA="></latexit>

Jf (X0) = [3, �2]

<latexit sha1_base64="pimHUaAxBRakyn25fCkrs1BcO5Y="></latexit>

Var[X 0] ' Jf (X0)Var[X]JT
f (X0)

<latexit sha1_base64="pa6h9DzbRN9QDjlwA32OszEZt0o="></latexit>

E[X 0] ' f(X0) = 5

<latexit sha1_base64="LZ5p/xS6NeA6uCvKqlG04Yyb+5c="></latexit>�
<latexit sha1_base64="Jq930DNy5u2CmAc61gYg+IXmUCI="></latexit>

�4
<latexit sha1_base64="32CbEu2iWzqulcfbpcmZG/CTdmQ="></latexit>

�2
<latexit sha1_base64="Lr/ec1KB6jDNcmho56Iq5R0Dooo="></latexit>

X 0

<latexit sha1_base64="vbhNOgTAD4lHU/ihTfsLjou9aXY="></latexit>

= �2 [3, �2]

"
1 0

0 4

#
3

�2

�
= 25�2
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Ellipsoïdes d’incertitude 

La matrice       est une matrice carrée symétrique et semi-
définie positive: on peut lui associer un ellipsoïde 
d’incertitude pour avoir un représentation graphique

Dans ce but, on peut faire recours à la décomposition
en valeurs et vecteurs propres de      :

où
: valeurs propres de la matrice       
triées par ordre décroissant

: vecteur propre associé à la valeur 
propre

<latexit sha1_base64="YT93znad2YRzArDDeB80SoOw3jg="></latexit>

CY = FX CX FT
X

<latexit sha1_base64="yuuIYYTVKdjCE1O4aSSWrgdt84k="></latexit>

CY

<latexit sha1_base64="yuuIYYTVKdjCE1O4aSSWrgdt84k="></latexit>

CY
<latexit sha1_base64="r9aOsvLrbM7ntbWLNwFBmK2+t/0="></latexit>

CY U = U⇤
<latexit sha1_base64="4ZiczcuezhvtTAoL8UyvTssNI4o="></latexit>

⇤ = diag(�1,�2, . . . ,�m), U =
⇥
u1 u2 · · · um

⇤

<latexit sha1_base64="lZFj7j+HseKXtiezPuuYMy2nO7Y="></latexit>

�1 � �2 � · · · � �m
<latexit sha1_base64="yuuIYYTVKdjCE1O4aSSWrgdt84k="></latexit>

CY

<latexit sha1_base64="iCF21DKokXLFd6HszCmMaE5hazs="></latexit>ui
<latexit sha1_base64="wX5vOmVC0YQVECZJvHQx7MZO6EU="></latexit>

�i, i 2 {1, 2, . . . ,m}
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• Les deux premières coordonnées et du vecteur
propre associé à la valeur propre la plus forte de       
nous permettent de calculer l’orientation de l’ellipse
d’incertitude:  

• La longeur des demi-axes de l’ellipse est définie par la 
racine carrée des deux valeurs propres de       les plus 
fortes, c’est-à-dire et 

On peut interprétéer et     comme des variances.         
Les demi-axes de l’ellipse auront donc pour longueurs:

Exemple: representation de l’incertitude de localisation d’un 
robot en deux dimensions (plan du sol) mais à 3 degrés de 
liberté (               ), par une ellipse d’incertitude autour de  
la position estimée.

<latexit sha1_base64="yKdgaiP9Yn9+evlrK5WS/txzedU="></latexit>

CY 2 R3⇥3

<latexit sha1_base64="yuuIYYTVKdjCE1O4aSSWrgdt84k="></latexit>

CY

<latexit sha1_base64="LV+Wz5rp8oj/QnvFf6iZcG1kF1I="></latexit>u1,y
<latexit sha1_base64="d1fpZYDz2AGpMVt6XIhSr7YbDwA="></latexit>u1,x

<latexit sha1_base64="pdTHB/BQMpXep8JsHvgWHLcvX4c="></latexit>

�1
<latexit sha1_base64="cSvG81LbD7hzMZvvUWmTRv7+9xU="></latexit>

✓e
<latexit sha1_base64="XVaxvVHiGbfJOeXAEfaDWF48a7E="></latexit>

✓e = arctan

✓
u1,y

u1,x

◆

<latexit sha1_base64="pdTHB/BQMpXep8JsHvgWHLcvX4c="></latexit>

�1
<latexit sha1_base64="AQctKJTtUqArHS/+N5iyau6mHcY="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="pdTHB/BQMpXep8JsHvgWHLcvX4c="></latexit>

�1
<latexit sha1_base64="AQctKJTtUqArHS/+N5iyau6mHcY="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="1To0N26erGJOlsztD1Cmi7hU60c="></latexit>u1

<latexit sha1_base64="yuuIYYTVKdjCE1O4aSSWrgdt84k="></latexit>

CY

<latexit sha1_base64="4a+coW4gzylaE4kBP+y3PMNIBnc="></latexit>

k
p
�1, k

p
�2, k 2 {1, 2, . . .}
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Illustration graphique

Ellipse d’incertitude

Rappel que si                    :

Position 
estimée
du robot

<latexit sha1_base64="bYXWxmbYq/t4E02I43uCF/pnDkg="></latexit>

k
p

�1

<latexit sha1_base64="sUoDqaNmj8+EoHLJ/p7xvyFzZMw="></latexit>

k
p

�2

<latexit sha1_base64="cSvG81LbD7hzMZvvUWmTRv7+9xU="></latexit>

✓e
<latexit sha1_base64="XVaxvVHiGbfJOeXAEfaDWF48a7E="></latexit>

✓e = arctan

✓
u1,y

u1,x

◆
<latexit sha1_base64="8baAaJhW2rRneWZsDWoOWmDTCng="></latexit>

k�

<latexit sha1_base64="qtloTIgZxzPXus7+ckAp/hev2rc="></latexit>x

<latexit sha1_base64="e1Jdoq0m8guhzPjI9EckgPXN/NU="></latexit>y

<latexit sha1_base64="0t9ExlQ3xy0wIeGam867bE31KxA="></latexit>

X ⇠ N (µ, �2)
<latexit sha1_base64="MV+t+SdYpAPobWn/AGTHEf7uhCU="></latexit>

Pr(µ� �  X  µ+ �) ' 0.68269

Pr(µ� 2�  X  µ+ 2�) ' 0.95450

Pr(µ� 3�  X  µ+ 3�) ' 0.99730

Pr(µ� 4�  X  µ+ 4�) ' 0.99993

Pr(µ� 5�  X  µ+ 5�) ' 0.99999
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Exemple: localisation d’un robot

Point de départ 
du robot

x [mm]

y 
[m

m
]

Ellipses 
d’incertitude

Mesures laser
Amers
Parcour du robot
Ellipses d’incert.



Propagation d’incertitude: 
cas d’étude



Ajustement de droites

-0.1  0   0.1  0.2   0.3  0.4 0.5   0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

x [m]

y [m]

robot

mur

mur

robot

droite

• Données en provenance de 
scanners lasers ou sonars:
points 2D ou 3D

• Localisation et cartographie
◦ Connaissance d’un plan

� Comparer l’ensemble          
des points à la carte de
référence est très couteux

� Comparer quelques droites
à la carte est très rapide

◦ Construction de plan
� Points seuls: énormément

de données à stocker
� Droites ajustées: beaucoup 

moins de données à traiter !



Extraction de droite
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� Dans le monde réel: plusieurs droites possibles !

Algorithmes
existants

� Transformée de Hough
� Espérance-Maximisation (EM)
� RANSAC

� Split-and-merge
� Moindres carrés
� Incrémental

x [m]x [m]

y
[m

]

y
[m

] Données brutes6 droites extraites (A,B,…,F)

robot robot

faisceau laser
A

B

FE

C

D 20°



Extraction de droite
Objectif: extraire une droite d’un ensemble de mesures   
de points incertains en distance et en orientation 

Les paramètres   et    suffisent à représenter une unique 
droite en coordonnées polaires :  

droite
45

mesure

robot

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r <latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="DosouH51/+XNoTpHyGGYshu6pOk="></latexit>

⇢(cos ✓ cos↵+ sin ✓ sin↵)� r = ⇢ cos(✓ � ↵)� r = 0

<latexit sha1_base64="vXKukmkWzq5nSB5RNiOPT6op5Gc="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="X6jEMbAkBZbrg1n+jICW5esAbrg="></latexit>

(⇢, ✓)

<latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵



Extraction de droite
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Problème: quelle est l’incertitude de la droite extraite           
en connaissant les incertitudes de mesure des points           
qu’ont permis de l’obtenir ?

1. Établir une transformation: mesures droite
2. Appliquer la loi de propagation d’incertitude

droiterobot

mesure
<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="vXKukmkWzq5nSB5RNiOPT6op5Gc="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="2tJ5X6Q6+O40UuUO+rz1Rtm0BwY="></latexit>7�!



Mesures et incertitudes
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� Un scanner laser donne points de mesure:

� On les modélise comme deux variables aléatoires:

<latexit sha1_base64="ftgYJTkIMENcl+eUXBea+KYR3qM="></latexit>n
<latexit sha1_base64="9uEeCzi3++8qk2bBUaE8a6r1Ry0="></latexit>

xi = (⇢i, ✓i), i 2 {1, 2, . . . , n}

<latexit sha1_base64="81p0+6Wmal/Mvw4s7iw0HbBD3n0="></latexit>

Xi = (Pi, Qi)

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="VWlqCBti2rXHYRu0GTdXvrU3jFw="></latexit>

xi = (⇢i, ✓i)<latexit sha1_base64="bBRGHV4DT8GLGVD4kUa2kWo2gts="></latexit>⇢i
<latexit sha1_base64="iaCveHtLe7gXeL4G7JS5cr0mX1M="></latexit>

✓i



Mesures et incertitudes
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2) Chaque point                      est bruité selon une      
loi gaussienne sur les deux coordonnées, à savoir:

1) Les v.a.     et      sont indépendantes, c’est-à-dire:

Dans ce qui suit, on fera les deux hypothèses suivantes:                    
<latexit sha1_base64="SSP8hj1Aw8VVt3x79bzL4IZUzgY="></latexit>

Pi
<latexit sha1_base64="CyojwA36NG7IL5G3F7xP0F5bXpU="></latexit>

Qi

<latexit sha1_base64="cCWm3iD+X5xgTZvWfb4VPwKhYVo="></latexit>

E[Pi Pj ] = E[Pi]E[Pj ], 8 i, j 2 {1, 2, . . . , n}, i 6= j

E[Qi Qj ] = E[Qi]E[Qj ], 8 i, j 2 {1, 2, . . . , n}, i 6= j

E[Pi Qj ] = E[Pi]E[Qj ], 8 i, j 2 {1, 2, . . . , n}
<latexit sha1_base64="81p0+6Wmal/Mvw4s7iw0HbBD3n0="></latexit>

Xi = (Pi, Qi)

<latexit sha1_base64="4HP+CL2ElxQqXvW//QO7NdP+Pec="></latexit>

Pi ⇠ N (⇢i, �2
⇢i
)

Qi ⇠ N (✓i, �2
✓i
)



Transformation des mesures en droite
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• On cherche une droite passant par les    points        
de mesure et qui a pour équation:   

• Pour chaque point de mesure, l’erreur par rapport      
à la droite est donnée par:

Illustration 
graphique

<latexit sha1_base64="t+eIVaImqH6Z/6adzJ969jgXvnU="></latexit>

⇢ cos(✓ � ↵)� r = 0

<latexit sha1_base64="ftgYJTkIMENcl+eUXBea+KYR3qM="></latexit>n

<latexit sha1_base64="q4Qtx5ELpPQrQ70/bl1/fwsfGLY="></latexit>

⇢i cos(✓i � ↵)� r = di, i 2 {1, 2, . . . , n}

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="VWlqCBti2rXHYRu0GTdXvrU3jFw="></latexit>

xi = (⇢i, ✓i)
<latexit sha1_base64="ZJhEpVnM6L2vy40vPRZEuBnMClc="></latexit>

di
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• Ajustement par la méthode des moindres carrés:

: résidu du modèle

: fonction de coût à minimiser

<latexit sha1_base64="IxrS94OuaTa8HHj5za4cKqbqZAs="></latexit>

S(r,↵) =
nX

i=1

d2i (r,↵) =
nX

i=1

(⇢i cos(✓i � ↵)� r)2

<latexit sha1_base64="me8UzUzhFztnlS4qe1aSv8UlUlY="></latexit>

di
<latexit sha1_base64="eTBI6plOp1q1NvbmvCXVISQ2G0c="></latexit>

S(r,↵)

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="VWlqCBti2rXHYRu0GTdXvrU3jFw="></latexit>

xi = (⇢i, ✓i)
<latexit sha1_base64="ZJhEpVnM6L2vy40vPRZEuBnMClc="></latexit>

di
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Pour minimiser , on calcule les dérivées partielles par 
rapport à et à et on les met à zéro:

Si on résout le système de deux équations par rapport à et à
on obtient la solution suivante

<latexit sha1_base64="IxrS94OuaTa8HHj5za4cKqbqZAs="></latexit>

S(r,↵) =
nX

i=1

d2i (r,↵) =
nX

i=1

(⇢i cos(✓i � ↵)� r)2

<latexit sha1_base64="eTBI6plOp1q1NvbmvCXVISQ2G0c="></latexit>

S(r,↵)
<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r <latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="X2HMedhmI9ngjAZnerBquNY/qxY="></latexit>r <latexit sha1_base64="vhR35Kw/DW9wKNszNdb0bKAxTD8="></latexit>↵

<latexit sha1_base64="uyAuiHuiC4CKye3cilQdNmrsCHo="></latexit>

@ S(r,↵)

@ r
= 0,

@ S(r,↵)

@ ↵
= 0
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Solution au sens des moindres carrés:

Remarque: dans la 1re formule
on préfère typiquement utiliser
l’arc tangente à deux arguments 
(         )

<latexit sha1_base64="z8/Wz9vySPj6aTtFyjVax0dYb0Q="></latexit>

b↵ =
1

2
arctan

0

BBBB@

nX

i=1

⇢2i sin(2✓i)�
2

n

nX

i,j=1

⇢i⇢j cos ✓i sin ✓j

nX

i=1

⇢2i cos(2✓i)�
1

n

nX

i,j=1

⇢i⇢j cos(✓i + ✓j)

1

CCCCA

<latexit sha1_base64="1G8ZorIu/EJA7xRitrYnKWf738E="></latexit>

br =
1

n

nX

i=1

⇢i cos(✓i � b↵)

<latexit sha1_base64="qz5oaGi31x14hmZo+J2VlWRhq+Y="></latexit>

atan2

<latexit sha1_base64="EULPYb25aonr8GY69+Q1BpWoGF8="></latexit>xi
<latexit sha1_base64="WO2ext/JYENpo3bcbM04mgMNA6g="></latexit>⇢i

<latexit sha1_base64="iaCveHtLe7gXeL4G7JS5cr0mX1M="></latexit>

✓i

<latexit sha1_base64="PR01yxum4mdtGEG5dDNHE8iXOUU="></latexit>

br

<latexit sha1_base64="gpSZD/6j1N1FS4ocqPaqm983IK4="></latexit>

b↵



Transformation des mesures en droite
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• Si on dispose d'une estimation de la variance du bruit qui               
entache chaque mesure, on peut l'utiliser pour « pondérer »           
la contribution de la mesure dans la fonction de coût

• Une mesure aura d'autant plus de poids que son incertitude 
sera faible. Cela nous amène à l’ajustement par la méthode      
des moindres carrés pondérés, où la fonction de coût                
à minimiser est:

Remarque:

Le poids est l’inverse de la variance du bruit qui affecte
la mesure . Par exemple, un choix possible est: 

<latexit sha1_base64="eTBI6plOp1q1NvbmvCXVISQ2G0c="></latexit>

S(r,↵)

<latexit sha1_base64="LcQ0kKr9O26H4V17aCTTvtTXiuk="></latexit>

Sw(r,↵) =
nX

i=1

wi(⇢i cos(✓i � ↵)� r)2

<latexit sha1_base64="nFTYkG+kSWbpc27xkfn0VY6llZ0="></latexit>wi
<latexit sha1_base64="vXKukmkWzq5nSB5RNiOPT6op5Gc="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="jkz39oM3r4SOX7ouBd7C6Nf4grg="></latexit>

wi =
1

�2
⇢i

, i 2 {1, 2, . . . , n}
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Solution au sens des moindres carrés pondérés:

Remarque:
Si                            (c’est-à-dire, même poids pour chaque
mesure), on retrouve la solution aux moindres carrés ordinaire
vue précédemment

<latexit sha1_base64="MfXipvrBV9oZm2ztAxfweZ07GzQ="></latexit>

b↵ =
1

2
arctan

0

BBBB@

nX

i=1

wi⇢
2
i sin(2✓i)�

2Pn
i=1 wi

nX

i,j=1

wiwj⇢i⇢j cos ✓i sin ✓j

nX

i=1

wi⇢
2
i cos(2✓i)�

1Pn
i=1 wi

nX

i,j=1

wiwj⇢i⇢j cos(✓i + ✓j)

1

CCCCA

<latexit sha1_base64="jnuu/m4QFixgZPuXjk9M7iyGGoM="></latexit>

br =
1Pn

i=1 wi

nX

i=1

wi ⇢i cos(✓i � b↵)

<latexit sha1_base64="a0NS7sfgkX/rGfhI7SaH8fTgV98="></latexit>

w1 = . . . = wn = 1



Propagation d’incertitude
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• La matrice de covariance « de sortie » à déterminer est:

où     et     sont les v.a. associées à   et à   , respectivement

Objectif: comprendre comment les incertitudes sur                 
les mesures de distance et d’orientation se propagent
et affectent l’incertitude sur la droite à estimer

En d’autres termes, comment l’incertitude sur     et     se 
propage dans les équations précédentes et influence    et    ?

<latexit sha1_base64="Ce8wTKyISUWnf+t2GBff6X5dkCs="></latexit>⇢i
<latexit sha1_base64="40+5akZbhnJ25VtfGqhkdIHN+xI="></latexit>

✓i
<latexit sha1_base64="bTNnnQlCILcD4VUGMWCkpgX/PV4="></latexit>

br
<latexit sha1_base64="67jwtCAv/tNxZA7zhtBy4R6R25M="></latexit>

b↵

<latexit sha1_base64="qs9l0Nuqi3hPrkE07Qas3T9rfww="></latexit>

CRA =

"
�2
r �r↵

�↵ r �2
↵

#
2 R2⇥2

<latexit sha1_base64="8xvRfprvn0VXsBfcOSeF8yifV4s="></latexit>

R
<latexit sha1_base64="DDSjfKM3G1sNCb2H01nLWojc9jM="></latexit>

A <latexit sha1_base64="XnzPaFdfcIOV5ITcMTeOREWKS2w="></latexit>r <latexit sha1_base64="oocCzXlSbxRq0Yk8muHYPmXiFJA="></latexit>↵
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• Matrice de covariance d’entrée (diagonale):

• Loi de propagation d’incertitude:

Propagation d’incertitude

<latexit sha1_base64="2Gdq3ZVtCVh+G6MlDkL/44um9xg="></latexit>

CX =

"
CP 0n⇥n

0n⇥n CQ

#

= diag(�2
⇢1
, . . . ,�2

⇢n
, �2

✓1
, . . . ,�2

✓n
) 2 R2n⇥2n

<latexit sha1_base64="g6e/QgpVHjl7Ekm5s9U/W489mlo="></latexit>

CRA = FX CX FT
X
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la matrice jacobienne prend       
la forme suivante:

• Dans la formule:

avec

Propagation d’incertitude

<latexit sha1_base64="g6e/QgpVHjl7Ekm5s9U/W489mlo="></latexit>

CRA = FX CX FT
X

<latexit sha1_base64="orI440Wnj9eCbMgpOtIeNzSGmgA="></latexit>

FX = FPQ 2 R2⇥2n

<latexit sha1_base64="Bf5h7xNjpEj7YT0pMyjXZl7DSCU="></latexit>

r = ⇢ cos(✓ � ↵)

<latexit sha1_base64="czG879UF2DC0MAet1jYLnPX8OIs="></latexit>

↵ = ✓ � arccos(r/⇢)

<latexit sha1_base64="zDm4RBT9VT9XeU90H+Q1PA49AfY="></latexit>

FX =

2

4
@ r
@ P1

@ r
@ P2

· · · @ r
@ Pn

@ r
@ Q1

@ r
@ Q2

· · · @ r
@ Qn

@ ↵
@ P1

@ ↵
@ P2

· · · @ ↵
@ Pn

@ ↵
@ Q1

@ ↵
@ Q2

· · · @ ↵
@ Qn

3

5

et



Exemple [cf. sect. 4.7.1.1 du Livre de Siegwart et al.]
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17 mesures prises par un télémètre laser 2D embarqué
sur un robot mobile (voir le tableau dans la diapo suivante)

Hypothèses simplificatrices:

• L’incertitude de mesure devrait être proportionnelle à la distance 
mesurée, mais pour plus de simplicité on fera l’hypothèse que 
l’incertitude associée à chaque mesure soit la même

• Les mesures sont non corrélées

• Le robot n’est pas en mouvement lorsqu’il réalise une mesure
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Angle d'inclinaison du capteur [deg] Distance    [m] 

0 0.5197

5 0.4404

10 0.4850

15 0.4222

20 0.4132

25 0.4371

30 0.3912

35 0.3949

40 0.3919

45 0.4276

50 0.4075

55 0.3956

60 0.4053

65 0.4752

70 0.5032

75 0.5273

80 0.4879

Le
s 

17
 m

es
ur

es
ré

al
is

ée
s

<latexit sha1_base64="t1DVJCoog/ZeFbcruEjcu+904gg="></latexit>

✓i
<latexit sha1_base64="jM8LzXCD23dkJTg+M4i81D4VKB0="></latexit>⇢i
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Si nous calculons la solution aux moindres carrés, nous trouvons
la droite optimale définie par (rouge dans la figure ci-dessous):

Exemple

Mesure avec son 
ellipse d’incertitude

<latexit sha1_base64="adPvDYCV/FcsgfEtGQ8oQwyYVdI="></latexit>

br = 0.4m, b↵ = 37.36�

<latexit sha1_base64="6H0ayCyWm3cVomzh9hB8HX74YgM="></latexit>

br
<latexit sha1_base64="03YsK4NjoGCDxeAcZMH8yMHsIyE="></latexit>

b↵

x [m]

y [m]
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Représentation de l’incertitude par des ellipses dans 
l’espace cartésien du robot et dans l’espace         
des droites

Espace des droitesEspace du robot
(incertitude des mesures)

x

y

[m]

[m]

Exemple

<latexit sha1_base64="wKkAcFYN6KqN0SaTxq4qVpkKKDY="></latexit>

(r, ↵)

<latexit sha1_base64="wyyXylg14pmg/pWoDMcrg4z7Q3U="></latexit>

r [m]

<latexit sha1_base64="ZOq3s88nPLVqOjhGvGGaMGFNPlY="></latexit>

↵ [rad]

TD1


