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Ch. 2: Traitement des mesures

� Réseaux multi-capteurs

� Fusion des mesures Partie 2

Partie 1



« Différents » filtres de Kalman
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1. Fusion de mesures

2. Fusion de mesures dans le temps

3. Fusion de mesures de capteurs en mouvement

• Combinaison des évidences (mesures) de façon optimale 

• Moyenne glissante

• Filtre de Kalman linéaire (systèmes dyn. linéaires)

• Filtre de Kalman étendu ou EKF (systèmes dyn. non linéaires)
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Notation:
: état du système (scalaire, pour plus de simplicité)
: mesure du capteur
: variance de la mesure du capteur

,    : estimation (optimale) de    et variance de  

1. Fusion de mesures

Nos hypothèses: 
� Deux mesures non corrélées
� Bruits blancs gaussiens à moyenne zéro: 

avec le gain 
de Kalman 

Estimation de l’état optimum:

<latexit sha1_base64="jxTBIyPEAyJ8y2LGvV3/n86K6Xs="></latexit>x
<latexit sha1_base64="IJ4baVZduM0SDdzLBwZcoxPOEvU="></latexit>zi

<latexit sha1_base64="pPEGDLF74rlN0chbq+8SS/viNFk="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="pPEGDLF74rlN0chbq+8SS/viNFk="></latexit>

i
<latexit sha1_base64="yBhE4zemcwKqhpCX0H+grqBPDmg="></latexit>

�2
i

<latexit sha1_base64="jxTBIyPEAyJ8y2LGvV3/n86K6Xs="></latexit>x
<latexit sha1_base64="hi7g8Nvj7A3km7AWCStlQH1G0TE="></latexit>

bx
<latexit sha1_base64="hi7g8Nvj7A3km7AWCStlQH1G0TE="></latexit>

bx
<latexit sha1_base64="PjYuUmG8hQf31uV/hR4/gR0InIk="></latexit>

�2

<latexit sha1_base64="bjTfOpYKnUqUiPzILP84uCgbeh4="></latexit>

zi = x+ ri, i 2 {1, 2}
<latexit sha1_base64="5cK2XncCpv3jjDzT0WUoi9QTVcg="></latexit>

ri ⇠ N (0, �2
i )

<latexit sha1_base64="VEb9yLp1YtFAxgPDhWuTLCUeGWA="></latexit>(
bx = z1 + K(z2 � z1)

�2 = (1�K)�2
1

<latexit sha1_base64="7DShtpoeQbjediOmyDqB0cq7fvQ="></latexit>

K =
�2
1

�2
1 + �2

2
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Dans le problème de localisation d’un robot nous avons
combiné les deux mesures de distance     et     en utilisant
l’équation:

Remarque:

avec le poids optimal:
<latexit sha1_base64="TJ4q7VxkMkHFEZHwbu5HtamikPQ="></latexit>

w =
�2
1

�2
1 + �2

2

<latexit sha1_base64="fNXssNJVddveYvTZlD5kDzxbLYs="></latexit>z1
<latexit sha1_base64="bsQkxuWVBAyabZpPPOGc3NB53ak="></latexit>z2

1. Fusion de mesures

On retrouve ainsi la 1re equation dans la diapo précédente

<latexit sha1_base64="vR2HQSN3sq9Dg/2Fc1XIjWD76tU="></latexit>

z = (1� w)z1 + w z2

= z1 + w(z2 � z1)
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En outre, nous avons vu que:

<latexit sha1_base64="rXo6wSW9G6cKrkI2JKoWdn89iAs="></latexit>

Var[z] = (1� w)2 �2
1 + w2 �2

2

=

✓
1� �2

1

�2
1 + �2

2

◆2

�2
1 +

✓
�2
1

�2
1 + �2

2

◆2

�2
2

=

✓
1� �2

1

�2
1 + �2

2

◆
�2
1

= (1� w)�2
1

1. Fusion de mesures

qui correspond à la 2e equation dans la diapo 4
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le gain de Kalman

Estimation de l’état optimum à l’instant :

avec

• Introduisons maintenant la dimension temporelle

• Les mesures et sont prises de façon séquentielle,  
à savoir nous avons avec

2. Fusion de mesures dans le temps

<latexit sha1_base64="fNXssNJVddveYvTZlD5kDzxbLYs="></latexit>z1
<latexit sha1_base64="bsQkxuWVBAyabZpPPOGc3NB53ak="></latexit>z2

<latexit sha1_base64="EIv73xWvhCV0d5EfiOZmMpimN/I="></latexit>

z(t1), z(t2)
<latexit sha1_base64="KfMnutcR1VKhv0SxQo1o38cFRHU="></latexit>

t1 < t2

<latexit sha1_base64="hjmxfGD1oCyREIaHkGg/TySfFT0="></latexit>

t2
<latexit sha1_base64="wJfhTpVOo1NwAx43Y4H/YDew61Q="></latexit>(

bx(t2) = z(t1) + K(z(t2)� z(t1))

�2 = (1�K)�2
z(t1)

<latexit sha1_base64="voBhJ5L5QeLcxA/qLjJyEcEFvHQ="></latexit>

K =
�2
z(t1)

�2
z(t1)

+ �2
z(t2)
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• Que se passe-t-il, si nous prenons une 
autre mesure       à l’instant          ? 

Estimation de l’état optimum à l’instant générique :

avec

Moyenne
glissante
ou mobile

le gain de Kalman
(variable dans le temps)

TD2, Ex. I

<latexit sha1_base64="tftRHDyGm/CMSyjWNXDmD11Bvys="></latexit>

K(tk�1) =
�2(tk�1)

�2(tk�1) + �2
z(tk)

<latexit sha1_base64="CZcyKqSQlol3iJApxCue0pQsBwI="></latexit>(
bx(tk) = bx(tk�1) + K(tk�1)(z(tk)� bx(tk�1))

�2(tk) = (1�K(tk�1))�2(tk�1)

<latexit sha1_base64="Kax4EP2uN6umOZnWdah8uCXJuJg="></latexit>

z(t3)
<latexit sha1_base64="g0oGZpBb8nx7nLgdiQCkWA0Vaa4="></latexit>

t3 > t2

<latexit sha1_base64="ycHIuGBOsYNpqIKSNgnyg7YMU04="></latexit>

tk

Fichier Matlab: 
MoinCar_Rec.m

2. Fusion de mesures dans le temps

<latexit sha1_base64="xgXNEumlTguvWA38X92p8NUTigs="></latexit>

z(t1)
<latexit sha1_base64="bftxcYRGo9dILSy34TfB4yFxBrw="></latexit>

z(t2)
<latexit sha1_base64="Y58Rx1p1yTCdk3YhcZrsE1Ebz/U="></latexit>

tk
<latexit sha1_base64="99eGELurNV6fy35MpMfidzORQPQ="></latexit>

t1
<latexit sha1_base64="xwhbI11IQPWb4r25AE+K5O5Fbi8="></latexit>

t2

<latexit sha1_base64="KDkU9Zc93L8fZPSPeqwc1LEDFnc="></latexit>

z(tk)

<latexit sha1_base64="tqk+aEkSNynao0Qw3MH1zVwPh6Q="></latexit>. . .

<latexit sha1_base64="tqk+aEkSNynao0Qw3MH1zVwPh6Q="></latexit>. . .
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� Entrée du filtre de Kalman: la commande 
et les mesures  

� Sortie du filtre de Kalman: l’estimation de l’état  
du système    et la matrice de covariance de 
l’erreur d’estimation associée

Matrices du système dynamique d’état 

Étant donné un système dynamique linéaire à temps  
discret d’état   :

3. Systèmes dynamiques

<latexit sha1_base64="HAGL+9Pk+7j0rkcZypobNxi7oRw="></latexit>x

<latexit sha1_base64="yahTLsw1w/ykCA2fGAj8cG9bP3s="></latexit>z

<latexit sha1_base64="4B4zTp7qxMhTGvsB1c1E59W5Rqo="></latexit>u

<latexit sha1_base64="yahTLsw1w/ykCA2fGAj8cG9bP3s="></latexit>z

<latexit sha1_base64="4B4zTp7qxMhTGvsB1c1E59W5Rqo="></latexit>u

<latexit sha1_base64="h5CWM7TBguTcszwyhN27gWi970E="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="ORX7Wkits4XQD79wHHahhzDGYjQ="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="7H3gzQE/sar50TV8dIwoL2rYh18="></latexit>

bx

<latexit sha1_base64="jtGGTfspTN7MkeSajTqhNlTc4j0="></latexit>

bx

<latexit sha1_base64="dT/Eb1OuHE4nNlPWUm6NyoSSYBM="></latexit>

A
<latexit sha1_base64="v0oq4ipXrYL0qfUHg/WmLotl+lM="></latexit>

B
<latexit sha1_base64="+qfUI0KyqrSkmqAnQFK00dSLGcI="></latexit>

H
<latexit sha1_base64="8dVl9BY0uDjpnHV376PvNxc5zL4="></latexit>

Q
<latexit sha1_base64="iqS7VOWjZ94lihSMv1GXTn9me6w="></latexit>

R

Filtre de Kalman

<latexit sha1_base64="HAGL+9Pk+7j0rkcZypobNxi7oRw="></latexit>x



Filtre de Kalman linéaire
• Soit le système dynamique à temps discret,  :

• Le bruit de modèle et le bruit de mesure sont supposés        
à moyenne zéro, blancs (sans mémoire) et gaussiens avec matrices      
de covariance      et , respectivement. Les bruits de modèle et              
de mesure sont supposés aussi non corrélés. En résumé, nous avons:

Entrée de commande
(connue)

Équation 
d’état

Équation 
de mesure
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<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}
<latexit sha1_base64="koUaTaInsI3IchiZuqhUzPLhsCE="></latexit>

xk = Ak�1xk�1 + Bk�1uk�1 + wk�1

<latexit sha1_base64="ifecjHUjc6MfXj3w8osEV4g9X8Q="></latexit>

zk = Hk xk + rk

<latexit sha1_base64="8px93oMi9eUGyRsl4sAjZAesSo8="></latexit>wk�1
<latexit sha1_base64="9R7nRCxl12JDJRsq0rNTIRSt6mc="></latexit>rk

<latexit sha1_base64="NiagVfd0aIX1UWjxZDtuqUkV8yc="></latexit>

Qk
<latexit sha1_base64="jmCh0zQgmiRZZrqjI1ZaekJTC1o="></latexit>

Rk

<latexit sha1_base64="EDMVLNnOgzxv0ZZ+k6+roHf4dq4="></latexit>

E[wk] = 0
<latexit sha1_base64="pM2BcMcoR4kOEN71sw13TgLQINw="></latexit>

E[rk] = 0
<latexit sha1_base64="NA/gldY6FaIreRCR71GpC4wdU18="></latexit>

E[rk rTj ] = 0, j 6= k
<latexit sha1_base64="YZB4Y5Ej85CzYxPo7QyYHByl6pg="></latexit>

E[rk rTk ] = Rk

<latexit sha1_base64="W+ShVscq7fr/krgIgvevMAUEi2I="></latexit>

E[wkw
T
k ] = Qk

<latexit sha1_base64="IASwUJ+sezeP9vpkYbj2rj+XFE4="></latexit>

E[wkw
T
j ] = 0, j 6= k

<latexit sha1_base64="GtUh9EjqLyB5+JyVyiKhahU43HA="></latexit>

E[rk wT
j ] = 0, 8 j, k



• Le filtre de Kalman linéaire à temps discret est 
un estimateur récursif

Pour estimer l'état courant , on a besoin uniquement de   
connaître l'estimé de l'état précédent et les mesures courantes:
l'historique des mesures et des estimés n'est pas nécessaire

: estimé de l'état du système      à l'instant ,
en utilisant l’information jusqu’à l’instant

: matrice de covariance         
de l'erreur d’estimation
de l’état à l'instant ,
en utilisant l’information
jusqu’à l’instantErreur d'estimation

de l’état du système

1.

2.

Filtre de Kalman linéaire
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• L' « état » du filtre se compose de deux variables:

<latexit sha1_base64="zqk33N/rE1/7RCwZxauDGG2JUHw="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="pET5Ix8WXKl/fkv9j/WhVQbRVvs="></latexit>

bxk|k
<latexit sha1_base64="FSVVsfuI83Q9mjilv22Grmmdcbo="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k

<latexit sha1_base64="v4fWLxTyLFCZ1Uc3+XYjyVPlG0w="></latexit>

k
<latexit sha1_base64="FSVVsfuI83Q9mjilv22Grmmdcbo="></latexit>xk

<latexit sha1_base64="qzXuqsbuI2Hw2ex+gy1VtR3Alj0="></latexit>

exk|k

<latexit sha1_base64="hbx3yWagok8BgV4m2UkVYjRO0IY="></latexit>

Pk|k = E[(xk � bxk|k)(xk � bxk|k)
T ]



Initialisation du filtre:

Prédiction (ou propagation):

Pour                   : 

où est l’état initial du système

Filtre de Kalman linéaire
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<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="mhmNKW3tXGHIRv2roZkfyQTl7dE="></latexit>

bx0|0 = E[x0]
<latexit sha1_base64="E7thHFwWTSYFU8qWCp9VCJ7CizE="></latexit>

x0 2 Rn

<latexit sha1_base64="wbH2ulMx2EzmDljSvoxMkOfKJ7o="></latexit>

P0|0 = E[(x0 � bx0|0)(x0 � bx0|0)
T ] 2 Rn⇥n

<latexit sha1_base64="tm40A7wUy2ITHlgTVGa3Nko1wII="></latexit>

Pk|k�1 = Ak�1Pk�1|k�1A
T
k�1 + Qk�1

<latexit sha1_base64="Uc1j512DuZH2tTgdAee2/sDDgXk="></latexit>

bxk|k�1 = Ak�1bxk�1|k�1 + Bk�1uk�1



Correction (ou mise à jour):

est dite la matrice d'estimation a posteriori de la covariance 
de l'erreur

avec

le gain de Kalman

est dite la matrice d'estimation a priori de la covariance 
de l'erreur

Filtre de Kalman linéaire
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Remarque:

<latexit sha1_base64="ys+mYH+N0Wnx7XjLqECpSPr80nw="></latexit>

bxk|k = bxk|k�1 + Kk(zk � Hk bxk|k�1)

<latexit sha1_base64="NrLVHqp8ksN9jcsQJwmb+lyY/ik="></latexit>

Kk = Pk|k�1 H
T
k (Hk Pk|k�1H

T
k + Rk)

�1

<latexit sha1_base64="sJVmC+GvaVk7ILHxtG1qY32GXX4="></latexit>

Pk|k�1

<latexit sha1_base64="3IqFy6D8NW7wZvDJ6bXVoyZmZG8="></latexit>

Pk|k

<latexit sha1_base64="DXuIjWJx4SUtZrxOlKxBKVwqi3Q="></latexit>

Pk|k = (P�1
k|k�1 +H

T
k R

�1
k Hk)

�1 = (In �Kk Hk)Pk|k�1



� Soit le système dynamique non linéaire à temps
discret,                   :        

• Comme pour le filtre de Kalman linéaire: 

Le bruit de modèle et le bruit de mesure sont 
supposés blancs, à moyenne zéro, et gaussiens avec 
matrices de covariance      et     , respectivement.      
Les bruits de modèle et de mesure sont aussi    
supposés non corrélés

Entrée de commande (connue)

Équation 
d’état

Équation 
de mesure

où          et        sont deux fonctions différentiables génériques

Filtre de Kalman étendu (EKF)
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<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="8px93oMi9eUGyRsl4sAjZAesSo8="></latexit>wk�1
<latexit sha1_base64="9R7nRCxl12JDJRsq0rNTIRSt6mc="></latexit>rk

<latexit sha1_base64="NiagVfd0aIX1UWjxZDtuqUkV8yc="></latexit>

Qk
<latexit sha1_base64="jmCh0zQgmiRZZrqjI1ZaekJTC1o="></latexit>

Rk

<latexit sha1_base64="mDist5wnpIKgnAgXMZ71APg9qHA="></latexit>

xk = f(xk�1, uk�1) + wk�1

<latexit sha1_base64="nsUQbQVwS5Ddm6LSkTs2exQqmo8="></latexit>

zk = h(xk) + rk

<latexit sha1_base64="yQ7HgmezrveJRpqLQegQM42kmYM="></latexit>

h( · )
<latexit sha1_base64="LeAhQQvVJoo8KpxG84YlNwOxPh4="></latexit>

f( ·, · )



Initialisation du filtre:

Phase de prédiction:

Pour : 

avec • Matrice jacobienne
de la fonction

• On a considéré ici le développement
en série de Taylor à l’ordre 1 de 
en

Filtre de Kalman étendu (EKF)

où est l’état initial du système
<latexit sha1_base64="mhmNKW3tXGHIRv2roZkfyQTl7dE="></latexit>

bx0|0 = E[x0]
<latexit sha1_base64="E7thHFwWTSYFU8qWCp9VCJ7CizE="></latexit>

x0 2 Rn

<latexit sha1_base64="JkADoaQRTa37w4gd8AH5HnRtv50="></latexit>

P0|0 = E[(x0 � bx0|0)(x0 � bx0|0)
T ]

<latexit sha1_base64="GBg2Yh03ELinfShuAhqKaYKav+4="></latexit>

k 2 {1, 2, . . .}

<latexit sha1_base64="ySiidtxUUYfsD/ny9xWbAKwXMU4="></latexit>

bxk|k�1 = f(bxk�1|k�1, uk�1)
<latexit sha1_base64="/SMAW8UHAAHweng4ju4sAzgTem4="></latexit>

Pk|k�1 = Fk�1Pk�1|k�1F
T
k�1 + Qk�1

<latexit sha1_base64="Nf8NUqtsusjh/yirV2X2GGapqlg="></latexit>

f

<latexit sha1_base64="Nf8NUqtsusjh/yirV2X2GGapqlg="></latexit>

f
<latexit sha1_base64="mGv5JQxrEdLecNLm9f3BVv5KVA8="></latexit>

bxk�1|k�1

<latexit sha1_base64="9zgHtTwVhdf4obcyYkwuzlacRkY="></latexit>

Fk�1 =
@ f(x, uk�1)

@ x

����
x= bxk�1|k�1

15



Phase de correction:

avec

le gain de Kalman

et

• Matrice jacobienne de la fonction

• On a considéré ici le développement
en série de Taylor à l’ordre 1 de en 

Filtre de Kalman étendu (EKF)
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<latexit sha1_base64="q1ApTC9e8VVpSv8VojtKwV90mN8="></latexit>

bxk|k = bxk|k�1 + Kk(zk � h(bxk|k�1))
<latexit sha1_base64="ElzRdhYayv0auEvp7WdPk33x/Yc="></latexit>

Pk|k = (P�1
k|k�1 + H

T
k R

�1
k Hk)

�1

<latexit sha1_base64="lpKAwab/IAf4eclaQVnD/20nRzw="></latexit>

Kk = Pk|k�1 H
T
k (Hk Pk|k�1H

T
k + Rk)

�1

<latexit sha1_base64="7PbpelO+O2lBOAAIxlqoyGQT69Q="></latexit>

Hk =
@ h(x)

@ x

����
x= bxk|k�1

<latexit sha1_base64="TKmy8+Cnygdh3ZKB09VHxV0PDaM="></latexit>

h

<latexit sha1_base64="TKmy8+Cnygdh3ZKB09VHxV0PDaM="></latexit>

h
<latexit sha1_base64="9rwnioSTHjRP0bwyG4GJ0223Icc="></latexit>

bxk|k�1



• Un chariot à roues encodeuses avance pas-à-pas
• Un laser mesure la distance du chariot par rapport à un mur

Exemple I : une variable d’état

17

mur

laser

Odométrie Laser

TD2, Ex. II

Exemple:

Une variable d’état:               
la position du chariot

<latexit sha1_base64="K8Fac8sK5TRYEiUy7HZ766gaFJQ="></latexit>z

<latexit sha1_base64="6pBSaCdxT9fGURRWp+m+zW/4yAs="></latexit>x

<latexit sha1_base64="6pBSaCdxT9fGURRWp+m+zW/4yAs="></latexit>x

<latexit sha1_base64="v/RC35x8LX2HmvgQfR+IqJEe6EA="></latexit>

�odom = 0.01m
<latexit sha1_base64="+akTf28+0bASf/ULgsg79lClYzg="></latexit>

�laser = 0.1m

-0.4      -0.2         0         0.2        0.4 -0.4      -0.2         0         0.2        0.4



Dans cet exemple, nous avons que (cf. la forme générale         
d’un système dynamique à temps discret, vue précédemment):
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où      est le pas de discrétisation (fixe) et    est la vitesse moyenne 
du chariot dans cet intervalle de temps 

Exemple I : une variable d’état

Équation d’état:

Équation de mesure:

Donc, en conclusion:

<latexit sha1_base64="vJanasTk4EbLI2l8XmHsVNaXgEs="></latexit>

xk = xk, uk�1 = uk�1 = V�k, wk�1 = wk�1, zk = zk, rk = rk

Ak�1 = 1, Bk�1 = 1, Qk = �2
odom, Hk = 1, Rk = �2

laser

<latexit sha1_base64="dSIzIzDiNP3666m88ZB/5va2148="></latexit>

�k
<latexit sha1_base64="hpq8jrYL9U3gdJGZAwmfo1c4LQI="></latexit>

V

<latexit sha1_base64="h5YLmTKLitvOmeKgEc4nznQDrd0="></latexit>

xk = xk�1 + V�k + wk�1

<latexit sha1_base64="WMg6BFMalekj7XDGbYwSDASM+YI="></latexit>

zk = xk + rk



: estimé de la position du robot avant le déplacement

: estimé de la position du robot après le déplacement    
et avant la mesure 

: estimé de la position du robot après la mesure 
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Correction

Prédiction

Exemple I : une variable d’état

Mesure par 
capteur laser

Commande de
déplacement

<latexit sha1_base64="6cKd8Jb0MJuiMbHIcDyT+4FEI78="></latexit>

bxk�1|k�1

<latexit sha1_base64="6cKd8Jb0MJuiMbHIcDyT+4FEI78="></latexit>

bxk�1|k�1
<latexit sha1_base64="AdiRq1thPFQ6dpXWiANWcdqzga8="></latexit>

bxk|k�1

<latexit sha1_base64="AdiRq1thPFQ6dpXWiANWcdqzga8="></latexit>

bxk|k�1

<latexit sha1_base64="y8T8GltLcByvj80aj53ueG4K3ys="></latexit>

bxk|k

<latexit sha1_base64="y8T8GltLcByvj80aj53ueG4K3ys="></latexit>

bxk|k

<latexit sha1_base64="lhHt533xgKaUSB5q8ftE75d3wcM="></latexit>uk�1
<latexit sha1_base64="X7pWUiCphtwhkqo8XTHfc7N+9UI="></latexit>zk

<latexit sha1_base64="X7pWUiCphtwhkqo8XTHfc7N+9UI="></latexit>zk

<latexit sha1_base64="X7pWUiCphtwhkqo8XTHfc7N+9UI="></latexit>zk
<latexit sha1_base64="lhHt533xgKaUSB5q8ftE75d3wcM="></latexit>uk�1



Prédiction:

Correction:
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avec

Exemple I : une variable d’état

Les équations du filtre de Kalman sont alors:

Fichier Matlab (TD2):
FiltreKalmanChariot.m

<latexit sha1_base64="rOcQYmUH2ruxZz7oz3mN2lhypAc="></latexit>

bxk|k�1 = bxk�1|k�1 + V�k
<latexit sha1_base64="uru1v4xlv0SuMsld8hYzqniJP6w="></latexit>

Pk|k�1 = Pk�1|k�1 + �2
odom

<latexit sha1_base64="0hMEf+PWxRbw4ELGb4+RqjWjw2M="></latexit>

Pk|k = (1�Kk)Pk|k�1

<latexit sha1_base64="DNNOamTOMWGy+02qsQhkrWbRE00="></latexit>

bxk|k = bxk|k�1 + Kk(zk � bxk|k�1)

<latexit sha1_base64="uE5vSsps5CJurUHI0A1YhNx/+f0="></latexit>

Kk = Pk|k�1(Pk|k�1 +Rk)
�1 =

Pk|k�1

Pk|k�1 + �2
laser



Exemple II : deux variables d’état

Un gyroscope et un compas magnétique
sont placés sur un plateau rotatif

• Les mesures de vitesse fournies par le gyroscope 
sont entachées par un bruit blanc gaussien:

(avec biais)

• Les mesures de position fournies par le compas
sont aussi entachées par un bruit blanc gaussien:

(sans biais)

Le plateau tourne librement autour de son axe vertical
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<latexit sha1_base64="MLFdmqC+VbWjBhUE0GGUX2EYWqA="></latexit>

N (µgyro, �
2
gyro) = N (0.1, 0.22) deg/s

<latexit sha1_base64="V3TLik65k7dwLPa9ZFxAW9S/Zjo="></latexit>

N (µcomp, �
2
comp) = N (0, 102) deg

• Les deux mesures sont supposées non corrélées

<latexit sha1_base64="mJILPX0c/KeTnUDLHQd5x1zepbQ="></latexit>

✓, ✓̇



Objectif: fusionner ensemble les deux mesures

• Les mesures du gyroscope (capteur proprioceptif) sont
précises, mais elles dérivent (cf. l’odométrie dans l’Exemple I)

• Les mesures du compas (capteur extéroceptif)        
ne dérivent pas, mais elles sont fortement bruitées

On peut donc conclure que:

• Les mesures du gyroscope sont “bonnes” à court terme

• Les mesures du compas sont “bonnes” à long terme

22

Exemple II : deux variables d’état TD2, Ex. III



• L’état du système consiste en la position et en la vitesse
angulaire du plateau: 

• Étant un capteur proprioceptif, les mesures du gyroscope 
équivalent à une commande:                    . On peut donc
définir le système dynamique suivant:  

où est le pas de discrétisation (fixe) et
Surestime, afin de prendre 

en compte le biais

(I)
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Exemple II : deux variables d’état

<latexit sha1_base64="42NP9MYd3X9q8ozxOliPwjgFha0="></latexit>

uk = ✓̇gyro(k)

<latexit sha1_base64="7ug9L3Z0liqYDT/PAimc8MdpWFI="></latexit>

xk =

"
1 �k

0 0

#
xk�1 +

"
0

1

#
uk�1 + wk�1

<latexit sha1_base64="dT/Eb1OuHE4nNlPWUm6NyoSSYBM="></latexit>

A
<latexit sha1_base64="v0oq4ipXrYL0qfUHg/WmLotl+lM="></latexit>

B

<latexit sha1_base64="dSIzIzDiNP3666m88ZB/5va2148="></latexit>

�k
<latexit sha1_base64="ElpYalqY9/sBJCCedj8oDDIu7sI="></latexit>

E[wk] = [0, µgyro]
T , Q = E

⇥
wkw

T
k

⇤
= diag(0, 16�2

gyro)

<latexit sha1_base64="F527IxxTXneBUQH9FMy7TXUgvuU="></latexit>

x =


✓
✓̇

�



• Les “vraies mesures” sont effectuées uniquement
par le compas (capteur extéroceptif) 

• En d’autres termes, nous ne voulons pas que le gyroscope 
intervienne dans la phase de correction du filtre de Kalman. 
Donc, on peut définir simplement:

avec
(II)

Grâce à l’équation d’état (I) et de mesure (II) ainsi trouvées, 
nous pouvons écrire les équations du filtre de Kalman pour    
la fusion des mesures du gyroscope et du compas
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Exemple II : deux variables d’état

<latexit sha1_base64="PcFOmhUXO3RQVbHWT5/4ohDnZB4="></latexit>

zk = [1 0]xk + rk

<latexit sha1_base64="b88pfZT1J3A1PUz1WR0eNYhWta0="></latexit>

H

<latexit sha1_base64="juVb65QO9gsLd3RyU4IrZth7miA="></latexit>

E[rk] = µcomp = 0, R = E
⇥
r2k
⇤
= �2

comp



Prédiction:

Correction:
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avec

Les équations du filtre de Kalman sont: Fichier Matlab (TD2):
FiltreKalmanGyroCompas.m

Exemple II : deux variables d’état

<latexit sha1_base64="C7nVxi2ZgRzNWWpz14Dxy02Egi0="></latexit>

bxk|k�1 = A bxk�1|k�1 + Buk�1

<latexit sha1_base64="6WeZtXlVRG1z6PS6iibhs3NjMWo="></latexit>

Pk|k�1 = APk�1|k�1A
T + diag(0, 16�2

gyro)

<latexit sha1_base64="p2xuj0TqchzuYK2y1QtohwCQXeE="></latexit>

bxk|k = bxk|k�1 + Kk(zk � H bxk|k�1)
<latexit sha1_base64="3QXxIi2uzrxVpIBfktcIUdeLEaY="></latexit>

Pk|k = (I2 � KkH)Pk|k�1

<latexit sha1_base64="zlSmJe6bhPCUXDKuoOFOotXPFq8="></latexit>

Kk =
Pk|k�1H

T

HPk|k�1H
T + �2

comp

(vecteur        )
<latexit sha1_base64="gZBu3pyEQJdQqqiVAN0eWpZX4LQ="></latexit>

2⇥ 1



Résultats de la simulation (20 mesures/s)
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Derive 
du gyro

Exemple II : simulation

*
*
O

*
*
O

*
*
O

<latexit sha1_base64="IQSc2pm6CeEwzvT0E6PtdyMvH2U="></latexit>

✓
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Système de navigation inertielle (INS) pour une voiture

• Avantages: 
• Autonome
• Grande précision pour une

navigation à court terme

• Inconvénient majeur:
L’erreur de positionnement augmente sans cesse au fils
du temps, à cause de l’accumulation des erreurs du gyroscope             
et de l’accéléromètre avec le temps (entre autres)

Pour cette raison, pour une navigation à long terme, un INS est
souvent couplé avec un système d’aide à la navigation, par exemple:
• Système de radio-navigation (ex. LORAN, OMEGA, TACAN)
• Système de navigation par satellites ou GNSS (ex. GPS, GLONASS)

Exemple III : navigation par fusion INS/GNSS

"Inertial Measurement Unit Error Modeling Tutorial: Inertial Navigation System State 
Estimation with Real-Time Sensor Calibration", J.A. Farrell, F.O. Silva, F. Rahman,     
J. Wendel, IEEE Control Syst. Mag., vol. 42, n. 6, pp. 40-66, 2022
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• L’intégration INS/GNSS est souvent réalisée grâce                         
à un filtre complémentaire

• Le filtre de Kalman (étendu) peut être utilisé dans certains
schémas de filtrage complémentaire

Pour plus de détails, voir la Sect. 12.10 du livre de Bar-Shalom et al.

Architecture en boucle ouvert pour la fusion               
INS/GNSS basée sur le filtre de Kalman

État + erreurs GNSS

État + erreurs INS

erreurs GNSS −
erreurs INS

Estimé de l’état

≈ − erreurs INS
Filtre

+ +

Exemple III : navigation par fusion INS/GNSS

INS

GNSS

<latexit sha1_base64="ZBKi7lF9Ic7V4ecc2DKHlZCgxkM="></latexit>

bx

−

<latexit sha1_base64="/bR+tUX227I8DYZZW0D8TBFJg1A="></latexit>�

<latexit sha1_base64="/bR+tUX227I8DYZZW0D8TBFJg1A="></latexit>�+



“Déplacement sûr de véhicules individuels adaptés
à l’environnement urbain” (source: D. Bétaille, IFSTTAR) 

• Le milieu urbain cumule:
– l’intérêt d’un positionnement précis et intègre
– mais plusieurs difficultés ...
• pour le positionnement GNSS: 

– les masquages de satellites
– les trajets multiples

• pour le positionnement par traitement de vidéos:
– les problèmes d’ombres et d’éblouissements
– les problèmes de réflexions

Mais le milieu urbain est fortement structuré et la 
connaissance d’une carte est d’un précieux secours

Problématique de la géolocalisation en ville
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Objectifs du projet CityVIP

• Développer un système de localisation adapté         
aux véhicules urbains:
– précis (erreur inférieure à 1 m à 95%)
– intègre (estimation sûre d’un majorant de l’erreur)
– bas coût (utilisation de capteurs bas de gamme)

• Le système de localisation exploite:
– un récepteur GPS bas de gamme (u-blox)
– les codeurs CAN des roues arrière du véhicule
– une caméra vidéo N&B standard (Marlin)
– une carte numérique 3D précise d’un centre urbain

30

... et on tire le meilleur parti de toutes ces sources  
d’information (fusion)

Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Coopération des modules actualisant la pose

• Intégration de mesures proprioceptives 
(odométrie)  

• Mise en correspondance avec la           
carte numérique 3D (« map matching ») 

• Utilisation de données satellitaires            
en couplage lâche ou serré:

Þ Test préalable de validité
ü Force du signal
ü Visibilité directe

• Fusion avec la localisation par vision 
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Modèle du véhicule

• Pose du véhicule dans le repère ENU (East-North-Up):
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)

<latexit sha1_base64="l+jPPcasSP/llRxOE060IjgyOVM="></latexit>

x = [x, y, z,  , ✓, �]T

: coordonnées du point central de l'essieu arrière

: angle de cap ("heading")

: inclinaison (de la rue)

: inclinaison transversale     
(de la rue)

<latexit sha1_base64="/qrGIK3JtGDGa2osCEAM3hCrpNs="></latexit>

(x, y, z)

"About non-line-of-sight satellite detection and exclusion in a 3D map-aided
localization algorithm", S. Peyraud, D. Bétaille, S. Renault, M. Ortiz, F. Mougel,      
D. Meizel, F. Peyret, Sensors, vol. 13, n. 1, pp. 829-847, 2013

<latexit sha1_base64="aVDnDJhPSWAOATkuE83zX6OJtbY="></latexit>

 
<latexit sha1_base64="Z8fCv6DgwvZ74oQCqb42ApojQRs="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="1rdsmpAAjyix9KAzNsX+/H5Tvwk="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="aVDnDJhPSWAOATkuE83zX6OJtbY="></latexit>

 

<latexit sha1_base64="Z8fCv6DgwvZ74oQCqb42ApojQRs="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="1rdsmpAAjyix9KAzNsX+/H5Tvwk="></latexit>

�

Repère mobile  
du véhicule   
(sur axe arrière)

Roue 
droite

Roue 
gauche



Modèle du véhicule

• Modèle cinématique du véhicule (non linéaire à temps continu):

où                   est l’entrée du système (connue à partir des 
mesures odométriques): la vitesse longitudinale    et la vitesse 
angulaire    du véhicule
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)

<latexit sha1_base64="YzYI/qgrXmTianROymD6m0kCSNM="></latexit>v
<latexit sha1_base64="LwWz0PuefFpxcu1u7JzbkdBXjAU="></latexit>!

<latexit sha1_base64="+c8EIE1E41e3prKfmKL2xSCqeuI="></latexit>

ẋ = G(x)u, G(x) =

2

66666664

cos cos ✓ 0

sin cos ✓ 0

� sin ✓ 0

0 cos�
cos ✓

0 � sin�

0 tan ✓ cos�

3

77777775

<latexit sha1_base64="oBmKM+eArJQIfrSiCjHqPEFcHWA="></latexit>

u = [v, !]T

• Ce modèle est discrétisé (méthode d’Euler explicite)



Localisation par vision: construction de la base 
d'amers visuels (hors ligne)

Séquence vidéo de référence

Base d'amers visuels 
géo-référencés (points 

3D + descripteurs 
associés)

Trajectoire de référence
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Base d'amers visuels 
géo-référencés

Localisation par vision: exécution en temps réel

Points d'intérêt sur l'image 
courante (points jaunes)

Estimation de la pose du 
véhicule et incertitude 
associée (ellipse jaune)

Appariement
3D/2D
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Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Intégration dans le véhicule « VERT »
Mesure de 

référence des 
trajectoires

Codeurs 
de roues

Baie d’acquisition     
(RT-Maps, Aroccam)
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Récepteur GPS 
bas coût

Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)



Résultats: localisation globale par fusion multi-capteurs et carte 3D 
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Véhicule

Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)

carte 3D 

Vidéo: points d'intérêt 



Localisation après fusion

lot 1 (carte) / lot 2 (vision)
Résultats: localisation globale par fusion multi-capteurs et carte 3D 

Exemple IV : Projet ANR CityVIP (2009-2011)
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Véhicule


