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1. Introduction a la théorie des graphes
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Ch. 3: Estimation distribuée

(- Introduction a la théorie des graphes Partie :I)
(- Protocole de consensus Partie 2)
( « Dynamic average consensus estimators Partie 3)
( e Méthode des moindres carrés distribuée Partie 4)

(- Filtre de Kalman distribué Partie 5)




Introduction a la théorie des graphes

Les graphes fournissent une abstraction naturelle pour
I'echange d'informations entre les agents dans un réseau

| ‘abstraction basée sur la théorie des graphes fournit une
description a haut niveau de la topologie du réseau par
rapport a des objets appelés sommets et arétes

Dans ce qui suit, nous verrons quelques
notions de base de:

= Théorie algébrique des graphes
(matrice d‘adjacence, matrice des dégres,
matrice d'incidence, matrice laplacienne)

= Théorie spectrale des graphes
(spectre de la matrice laplacienne)



Théorie des graphes

Un graphe fini, non orienté, simple, ou graphe en bref,
est fondé sur I'ensemble fini:

V = {’Ul, Vo, ... ,vn} l'ensemble des sommets (ou nceuds)
On définit aussi I'ensemble des arétes (ou arcs):

E C V XV 1l consiste en éléments de la forme {v;, v;}
ouv,;v; telsque i, je{l1,2,...,n}, i#j.

Le graphe (§ est alors défini formellement comme le couple:

G=(V, E)



Théorie des graphes

Exemple: V3 Vs
g = (Vv E)
o V =A{vy, vg,..., vs}
U1 (%) U4y

E = {v1vs, v2v3, U304, U3V5, UaUs, U4U5 }

S'il y a une aréte entre deux sommets v; et v, ils sont appelés
adjacents qui s'écrit v; ~ v;. Dans ce cas, v;v; est appelée
incidente avec sommets v;, v
Le voisinage N (i) C V du sommet v, est I'ensemble:

{v; e V]vwv; € E}
c'est-a-dire, I'ensemble des sommets adjacents a v, .
Dans I'exemple ci-dessus: N(5) - {?)2, V3, 1)4}



Théorie des graphes

Un chemin de longueur m dans ( est donné par la séquence
de sommets distincts:

?Jio, Uiy ooy U4,
tels que pour k£ € {0, 1, ..., m — 1}, les sommets v;, et v;,
sont adjacents

Si tous les sommets du chemin sont distincts sauf le sommet
de départ et le sommet final, le chemin s‘appelle cycle

Un graphe ( est connexe s'il existe un chemin entre tout couple
de sommets en V(G) (c'est-a-dire, s'il est d'un seul tenant).
Sinon on dit que le graphe est non connexe

Exemple: U5 Py (2!
Le graphe a droite est (\
connexe et il contient Cycle
6 cycles

U2




Familles de graphes

« K,, : Graphe complet (ou complétement connexe)

Dans un graphe complet chaque sommet est relié
a tous les autres

Exemples:

Ky

K




Familles de graphes
= P, : Graphe chaine

P, = ({vi,...,vn}, Ep), olvv; € Ep si et seulement si
j=i+1l,ie{l,...,n—1)

Exemple: Fg o—0 90 o o ©

= (', : Graphe cycle
Cp = ({Ul, e ,vn}, EC),OL‘J Viv; € E ¢ si et seulement si
1 — 7 =21 modn

Note: ¢ = b mod n
Exemple: (g

(c'est-a-dire, a et b sont
congruents modulo n)

si a — b est un multiple
entier den




Familles de graphes
= S, : Graphe étoile

Sn = ({v1,...,0n}, Estar), 0l 0,05 € Eggay si et seulement si

1=1o0uyjy=1

Exemples:

e

Sy S Se Sy



Familles de graphes

= W,, : Graphe roue

Le graphe roue W, est un graphe avec n > 4 sommets formé
en ajoutant un sommet « centre » connecté a tous les sommets

du graphe cycle C,,_;
Wy Wi :
Wr E Wy I

Exemples:

s
i




Familles de graphes

Un graphe régulier est un graphe ou tous les sommets ont
le méme nombre de voisins, c'est-a-dire le méme degreé

Un graphe régulier dont les sommets sont de degré k est appelé
un graphe k-régulier (ou graphe régulier de degreé k)

Exemples:

), 1 2-régulier
K, : (n—1)-réqgulier Petersen Diirer
Graphe de Petersen : 3-régulier
Graphe de Durer : 3-reégulier

Graphe de Clebsch : 5-régulier
Graphe de Schlafli : 16-régulier

—F—¥

Clebsch Schlafli



Graphes et matrices

Outre une représentation graphique en termes de sommets et
d‘arétes, chaque graphe admet aussi une représentation sous
forme matricielle

Pour un graphe non oriente (J, le degré d'un sommet v;,
noté d(v;), est la cardinalité du voisinage N (i), c'est-a-dire
le nombre de sommets qui sont adjacents au sommet v; dans ¢

Exemple:
V3 Vs d(vy) =1
d(vy) = 3
d(vz) =3
® d(vy) = 2
U1 v2 V4 d(vs) = 3



Matrice des degrés et matrice d’adjacence

La matrice des degrés d'un graphe ( est la matrice
diagonale n X n qui contient le degré de chaque sommet
de (¢ sur la diagonale:

A(g) — diag<d(vl)7 d<v2)7 Tt 7d(vn))

La matrice d*adjacence A (G) est la matrice symétrique n X n
qui codifie les relations d'adjacence dans le graphe G :

1 si ViV € E,
0O sinon.

Elément (i, j) de la matrice A(G)



Matrice des degrés et matrice d’adjacence

Exemple: V3 Vs

Matrice symétrique

(] () V4 ‘/

1 00 0 0 01 0 0 0
03 00 0 1010 1
AG=|00300], AG=]01011
00 0 2 0 001 0 1
00 00 3 001 11 0




Matrice d’incidence

= Soit G° le digraphe obtenu en associant une orientation arbitraire
aux arétes du graphe . La matrice d'incidence D(G°) est une

matrice n X m définie comme suit (m = nombre de sommets
et n = nombre d‘arétes):

( —1  siwv; est la queue de ey,

D(G%))i; = ¢ 1 si v; est la téte de e,

L 0 sinon.

Remarque :

D(G°) capture non seulement la relation d’adjacence, mais aussi
I'information sur 'orientation que le graphe possede désormais




Matrice d’incidence

Exemple:
: U3 Orientation assignée U3
o aux arétes ®
U1 U1
g (21 go Uy
€2
U2 Vo @
€1 €2 €3
(=1 —1 1 v
0 1 0 V9 Remarque :
D(G°) = La somme des éléments
1 0 1 V3 de chaque colonne de D(G°)
est zéro
0 0 —1 (%]



Matrice laplacienne

La matrice laplacienne associée au graphe non orienté (
est définie comme suit:

L(G) = A(9) — A(9).

Il découle de cette définition que pour tout graphe,
la somme des eéléments dans chaque ligne de la

matrice laplacienne est zéro:

BB

L(g)l = 0 oul= [17 1, “.71]T. PieerS. Laplace

(1749-1827)
Exemple:

U3 Us (1 -1 0 0 0]

-1 3 -1 0 -1

LG=| 0 -1 3 -1 -1

U1 0 0 -1 2 -1
o

-1 -1 -1 3




Matrice laplacienne : définition alternative

Etant donnée une orientation arbitraire de I'ensemble des
arétes E£(G), la matrice laplacienne du graphe ( peut étre
définie de facon alternative comme suit:

L(G) = D(G°) D'(G°)

Cette définition révele que L(G) est une:
- Matrice symétrique (c’est-a-dire, L(G) = LT (G))
- Matrice semi-définie positive (c’est-a-dire, x’ L(G)x >0, Vx € R")

Remarque : Les deux définitions que nous avons donné sont
équivalentes et puisque la notion d'orientation n‘est pas nécessaire

dans la premiere, la matrice laplacienne est indépendante de
l"orientation

TD3, ex. I-1II




Théorie spectrale des graphes

La théorie algébrique des graphes associe des objets
algébrigues (par ex. la matrice des degrés, d‘adjacence

ou laplacienne) a un graphe

La théorie spectrale des graphes ctudie les valeurs propres
associees a la matrice d‘adjacence et a la matrice laplacienne

Petit rappel ...
Définition
Un vecteur non nul u € R" est un vecteur propre de la matrice
A € R™* "™ si et seulement si il existe un scalaire A\ tel que:

Au = \u

ou A s’appelle valeur propre associée a u.

On trouve les n valeurs propres {\1,...,\,} et vecteur propres
{uy,...,u,} de A en résolvant le systeme d’équations:

(A—=AI,)u=0



Spectre de la matrice laplacienne
Soit L(G) la matrice laplacienne du graphe G . Cette matrice est

symeétrique et semi-définie positive : par conséquent ses n valeurs
propres réelles peuvent étre ordonnées de la maniere suivante:

0= Ai(L(9)) < A2(L(G)) < ... < M(L(9)).

Théoreme :
Le graphe (j est connexe si et seulement si:

A2(L(G)) >0




Spectre de la matrice laplacienne

Il n'est pas aisé de trouver le spectre {\1 (L), A2(L),..., A\ (L)}
de la matrice laplacienne d'un graphe quelconque

Toutefois, les valeurs propres (et les vecteurs propres) de la
matrice laplacienne de certaines familles de graphes admettent
une expression de forme fermée

Graph complet

Puisque L(K,,) = —117 4+ nl,, le spectre de L(K,,) est celui de —11"
décalé de n. Le spectre de la matrice:

1 ... 1
1t = .
_1 1_
est {0, ..., 0, n}, donc le spectre de la matrice laplacienne

de K, est:
{0, n, ..., n}



Spectre de la matrice laplacienne

Graphe chaine
Les valeurs propres de la matrice laplacienne de P,, pour n > 3, sont:

2 — 2(:os<ﬁ>, ke{0,1,...,n—1}

n

Graphe cycle
Les valeurs propres de la matrice laplacienne de C,, pour n > 3,

sont:

2
2 — QCos(ik), ke{0,1,...,n—1}

n

Graphe étoile
Le spectre de la matrice laplacienne de §,, est:

{0,1,...,1, n}

ou la valeur propre 1 a multiplicité algebrique n — 2



Spectre de la matrice laplacienne

Graphe roue
Le spectre de la matrice laplacienne du graphe roue W,,, pour n > 4

est: o
{3—2COS< Wl), k € {1,2,...,n—2}} U {0, n}

n_

Graphe de Petersen
Le spectre de la matrice laplacienne du graphe de Petersen est:

{0, 2,2,2,2,2,5, 5,5, 5}

Graphe de Clebsch
Le polynOme caractéristique de la matrice d'adjacence du graphe
de Clebsch est det(M;5 — A) = (A —5)(\ — 1)10,(>\ +3)° (il est le seul
graphe avec ce polyndOme caractéristique). Etant un graphe
5-régulier, le spectre de la matrice laplacienne du graphe

de Clebsch est: {0,2,...,2,4,... .4

1 1
5 fois 10 fois



Spectre de la matrice laplacienne

0= M (L(G) <PL@)< ... < An(L(G)).

A2(L(G)) est la deuxiéme valeur propre la plus faible  § |
de la matrice laplacienne Miroslav Fiedler

) _ (1926-2015)
Elle est appelee valeur de Fiedler et le

vecteur propre associé usy, vecteur de
Fiedler

Remarque:

La valeur de Fiedler est cruciale non seulement comme mesure de
robustesse ou du niveau de connexité d’'un réseau, mais aussi
pour les propriétés de convergence d'un algorithme distribué

important:
Protocole de consensus



Toolbox de Matlab pour la théorie des graphes

A partir de Matlab R2015b



Quelques commandes de la toolbox

graph

G = graph(A) uses the square symmetric matrix A as an adjacency matrix
and constructs a weighted graph with edges corresponding to the nonzero
entries of A.

G = graph(S,T) constructs a graph with edges specified by the node pairs
(S,T). S and T must have the same number of elements or be scalars.

G = graph(S,T,...,'OmitSelfLoops') does not add self-loops to the graph

graph properties:

Edges - Table containing edge information
Nodes - Table containing node information



Quelques commandes de la toolbox

graph methods:

numnodes - Number of nodes in a graph
numedges - Number of edges in a graph

addnode - Add nodes to a graph

rmnode - Remove nodes from a graph
addedge - Add edges to a graph
rmedge - Remove edges from a graph
degree - Degree of nodes in a graph

neighbors - Neighbors of a node in a graph
subgraph - Extract an induced subgraph

adjacency - Adjacency matrix of a graph
incidence - Incidence matrix of a graph

laplacian - Graph Laplacian



Quelques commandes de la toolbox

graph methods:

bfsearch - Breadth-first search (BFS)

dfsearch - Depth-first search (DFS)

shortestpath - Compute shortest path between two nodes

shortestpathtree - Compute single source shortest paths

distances - Compute all pairs distances

nearest - Compute nearest neighbors (at a distance D)
of a node

conncomp - Compute connected components of a graph

minspantree - Compute minimum spanning tree of a graph

isisomorphic - Determine whether two graphs are isomorphic

plot - Plot an undirected graph



