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Ch. 3: Estimation distribuée

� Introduction à la théorie des graphes

� Protocole de consensus

� Dynamic average consensus estimators

� Méthode des moindres carrés distribuée

� Filtre de Kalman distribué
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� Les estimateurs basés sur la méthode des moindres carrés         
ne font aucune hypothèse sur les propriétés statistiques du bruit
qui entache la variable sous-jacente   (au début du Ch. 1, nous 
avons désigné ce vecteur de paramètres par le symbole   ) 

§ Pour cette raison, ils sont facilement applicables à un large 
éventail de problèmes d‘estimation distribuée

Introduction

Méthode des moindres carrés distribuée

<latexit sha1_base64="rahuNz6CrZ78LtZxTUaaliH/QNs="></latexit>

�

� La méthode des moindres carrés linéaires peut être reformulée
de façon distribuée
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Méthode des moindres carrés

� Le modèle d’observation consiste en une fonction linéaire
de la variable           qui est entachée par le bruit additif : 

avec et

§ Chaque composante du vecteur    s‘appelle canal de mesure

§ est la matrice d‘observation. On fera l‘hypothèse que
soit une matrice de rang ligne égal à Cette condition de rang 
garantit que les canaux de mesure ne sont pas entièrement 
redondants

<latexit sha1_base64="7JpjONKch33FRgsmOHcnUweh81M="></latexit>r
<latexit sha1_base64="T9lWj8L9sVq9qfQ1e/Uvh+Ni6ws="></latexit>

z = H✓ + r
<latexit sha1_base64="nxG4GCfUWjdl5ZhRlCbHVU+y47U="></latexit>

z, r 2 Rp

<latexit sha1_base64="TNw+36LrYgGUeIzj53dyjTZMWl8="></latexit>zi

<latexit sha1_base64="5S0ScbjKs39DDokAxZsr6ifDb9U="></latexit>

H
<latexit sha1_base64="iVy/VsDrDkK4bYEsHn7s6f05YNo="></latexit>p

<latexit sha1_base64="4LuF9CWHUabCr7Av8LPbkOIbojg="></latexit>q
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� En l’absence d’informations sur les statistiques du bruit de mesure , 
l’estimation par la méthode des moindres carrés procède à la 
minimisation de la fonction de coût suivante:

� Comme est une fonction de    différentiable et convexe, on peut
calculer la valeur minimale en égalant son gradient à zéro, à savoir:

Pseudo-inverse (à gauche) de

Estimation par moindres
carrées linéaires de

Méthode des moindres carrés

<latexit sha1_base64="NZkHCjXbRozkRR/wkR6YaQ3h6Ws="></latexit>

S(✓) = (z�H✓)T (z�H✓)
<latexit sha1_base64="SK9kP8GUpLPISkIEmZHdNH481gQ="></latexit>

S

<latexit sha1_base64="L/cw0qSTWoEKmtpG+kMZuCgb3Uo="></latexit>

@ S(✓)

@ ✓
= 0

<latexit sha1_base64="pwcDGoNo0hvqzgJXh7HgAvzVrFE="></latexit>

H
†

<latexit sha1_base64="prMESY/+XVyROaSC08Sxzje33GY="></latexit>

b✓ = (HT
H)�1

H
T
z

<latexit sha1_base64="7JpjONKch33FRgsmOHcnUweh81M="></latexit>r

• On trouve ainsi que:
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� Si   est un bruit blanc gaussien à moyenne zéro avec matrice
de covariance définie positive   , à savoir                    ,                   
la minimisation de la fonction de coût pondérée:

produit l’estimé optimal de   :

� L’introduction de la matrice dans la fonction de coût
est motivée par le désir de biaiser l’estimé optimal vers ces
mesures qui sont les moins incertaines

Estimation par 
moindres carrés
pondérés de

Pseudo-inverse pondérée (à gauche) de 

Méthode des moindres carrés pondérés
<latexit sha1_base64="7JpjONKch33FRgsmOHcnUweh81M="></latexit>r

<latexit sha1_base64="LNnGVTaV7gQpM161Ux3QMfRaInk="></latexit>

r ⇠ N (0, ⌃)

<latexit sha1_base64="/veLUVZEEdrR++mxEocQHOuVS9s="></latexit>

S(✓) = (z�H✓)T ⌃
�1(z�H✓)

<latexit sha1_base64="n3hW3lDysJFHrrYbL3Vae+/HOBM="></latexit>

b✓ = (HT
⌃

�1
H)�1

H
T
⌃

�1
z

<latexit sha1_base64="pwcDGoNo0hvqzgJXh7HgAvzVrFE="></latexit>

H
†

<latexit sha1_base64="Bpv0fzrfzMgSriqBh8f2BtEf4lQ="></latexit>

S(✓)
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Moindres carrés dans un réseau de capteurs

� Supposons maintenant d’avoir capteurs en réseau qui réalisent
des mesures de   . Le vecteur d’observation du capteur est:

avec             et

Capteur 1

Capteur 2
Capteur 3

Capteur 4

Capteur

Liaisons de 
communication 
entre les capteurs

� Par souci de simplicité, on fera l’hypothèse que les matrices de 
covariance des bruits de mesure sont l’identité:

<latexit sha1_base64="sNomZ0FISa1mi6Qu/lOyZCRERgY="></latexit>

G

<latexit sha1_base64="c15JYvZsQnNQPTH4ImeYBRRlytg="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="3CR1j3rh1d6/Ju7ZanBZY7nwNQE="></latexit>

zi = Hi ✓ + ri, i 2 {1, . . . , n}

<latexit sha1_base64="oaFnmOcIz5jLbQ6X0w36NLnt18I="></latexit>ri
<latexit sha1_base64="T52aHhU+YFiQ9VtGmJldp91oaNA="></latexit>

⌃i = Ipi , i 2 {1, . . . , n}
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� Considérons maintenant la matrice d’observation centralisée:

avec

� En utilisant la matrice , nous pouvons écrire l’estimateur
des moindres carrés centralisé comme suit:

pourvu que les bruits additifs soient statistiquement
indépendants

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="AjrTi7KBbDfmCU8ixFS6BOYcPOs="></latexit>

p = p1 + p2 + . . .+ pn

<latexit sha1_base64="oaFnmOcIz5jLbQ6X0w36NLnt18I="></latexit>ri
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� La nature additive de l’équation,

suggère que si chaque capteur fournit la mesure brute    à un   
centre de fusion qui a une connaissance préalable de chaque
matrice d’observation , alors le centre de fusion peut calculer
efficacement l’estimé aux moindres carrés

Centre de fusion 

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="s9D982MZxwBXI8upQNTk2D3z6ws="></latexit>...
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§ Cependant, pour améliorer la scalabilité et la modularité,
et pour avoir un estimateur moins vulnérable aux pannes,            
il est souhaitable de calculer sans besoin d’un centre de fusion

§ Le protocole de consensus vient au secours, car il nous permet
de concevoir un algorithme distribué pour les moindres carrés, 
qui utilise le réseau de communication    des capteurs pour  
calculer sans besoin d’un centre de fusion

Centre de fusion 

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

Capteur

<latexit sha1_base64="s9D982MZxwBXI8upQNTk2D3z6ws="></latexit>...

<latexit sha1_base64="XaKs6OGdHnZUbnSkNrjCdJ/fi+A="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="sNomZ0FISa1mi6Qu/lOyZCRERgY="></latexit>

G
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� Considérons le scénario le plus simple possible:

• Estimation d’une variable scalaire

• Les “matrices” d’observation sont

� Sous ces hypothèses, nous avons que l’équation de mesure est:

et

� Cette dernière expression (une moyenne arithmétique)           
nous permet d’utiliser le protocole de consensus (en temps 
discret) pour calculer la solution du problème des moindres
carrés de façon distribuée

Estimation par moindres
carrés centralisée de

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="e+YBYj23YcPlWgzMmNHddaPhbtE="></latexit>

zi = ✓ + ri, i 2 {1, . . . , n}
<latexit sha1_base64="mE9Rfs9oCx3MVLyih1AosUl92Us="></latexit>

b✓ =
1

n

nX

i=1

zi <latexit sha1_base64="RonDmgmUad1kl0O+UAQHH1DHVxU="></latexit>

✓
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� Soit

une matrice diagonale de pondération où est le poids de     
l’arête du graphe (indexé de manière cohérente, selon l’ordre
des colonnes de la matrice d’incidence correspondante) 

� Considérons maintenant l’itération suivante réalisée par le capteur :

avec

§ : estimé local du capteur de la variable   à l’instant
§ : incrément pour la mise à jour de l’estimé de 
§ : poids de l’arête reliant le sommet au sommet
§ : ensemble des sommets adjacents à dans le graphe

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="jrgJs2AZ6xqqnQsnf0Qs/6LCAmI="></latexit>

wj > 0
<latexit sha1_base64="9zx6MX5cyh++QxNMwropPr8HU+4="></latexit>ej

<latexit sha1_base64="Xkeqxe5Tv3a05wfb5qLt4lyOt/Y="></latexit>

G

<latexit sha1_base64="Xkeqxe5Tv3a05wfb5qLt4lyOt/Y="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="2HF7iUAKQfxGnx9AOEXBEXBK3/E="></latexit>

N (i)

<latexit sha1_base64="ITBv4/O1J/+S6A4A/fClqykzR8Q="></latexit>

D(G)
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• Soit

la matrice laplacienne pondérée de et définissons la matrice
.des “itérations” (ou de Perron) suivante:

• Nous pouvons ainsi récrire de façon compacte les itérations
vues dans la diapo précédente comme:

avec

• Donc

où est l’estimé initial de   .

• La convergence de cette séquence dépend du comportement des          
.puissances de           , qui dépend à son tour du spectre de

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="PJtfrt/hQe59qgTNDpxHQa2Z50o="></latexit>

✓
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Proposition (Résultat principal)
Soit la séquence, 

initialisée avec                                    où est l’observation
du capteur . Alors,

si et seulement si le réseau est connexe et la valeur propre
la plus forte de          satisfait la condition:

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="Xkeqxe5Tv3a05wfb5qLt4lyOt/Y="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="Lp+h1QYQsjPHqmt15ncnG7QU1yo="></latexit>

Lw(G)
<latexit sha1_base64="htn7bhhRFYpJd7m17kitlvyGDX0="></latexit>

�n(Lw(G)) <
2

�

<latexit sha1_base64="efqu3QWBkTpzfd8frfbseX2UMx4="></latexit>

1���i(Lw(G)), i 2 {1, . . . , n}

Preuve : Elle ressort de l’observation que le spectre de                    
est simplement: 
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• Soit le graphe chaîne pondéré suivant (          ): 

• Vérifier que la matrice laplacienne pondérée de    et la matrice
des itérations correspondante, pour         , sont:

• Vérifier que la valeur propre la plus forte de           satisfait
la condition:

et que chaque élément de la matrice converge vers 1/3           
lorsque

0.5 0.6

Moindres carrés dans un réseau de capteurs
Exercice:

<latexit sha1_base64="rue+/uGad7TLMKmTTbqnagwVkiI="></latexit>

G = P3

<latexit sha1_base64="Xkeqxe5Tv3a05wfb5qLt4lyOt/Y="></latexit>

G

<latexit sha1_base64="xZlZLGlAa0jR8jRN8VaBfPnlI+w="></latexit>

�3(Lw(G)) <
2

�
= 2

<latexit sha1_base64="vbLEyZvEwAnIaQkqKoixcV7Y/l0="></latexit>

k ! 1

1 2 3
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Corollaire (Choix de la matrice de pondération )
Supposons que le -ème élément diagonal de la matrice , qui 
correspond au poids sur l’arête , soit défini comme suit:

où dénote le degré du sommet . Alors, pour tout               
l’itération, 

converge vers la valeur calculée par l’estimateur des moindres
carrés centralisé

Moindres carrés dans un réseau de capteurs

<latexit sha1_base64="ctIGpH9759MuyynqOFVxLWpcDJM="></latexit>ej = uv

Remarque:
Dans la littérature, la formule précédente est
connue sous le nom de règle de ponderation 
de Metropolis–Hastings

TD3, ex. IV.1
Fichier Matlab:
MoinCar_Distr.m
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Moindres carrés dans un réseau de capteurs
Exemple (Règle de Metropolis-Hastings):

1

2

3

4

• Les poids sur les quatre arêtes                  sont:

• La matrice de pondération cherchée est donc:

<latexit sha1_base64="oQOOo89sOEeyIJmsnfhB8ybIzfA="></latexit>

d(1) = 1

<latexit sha1_base64="atA4mmHfs6Dyx54Jgd76W7fwNLI="></latexit>

d(2) = 3

<latexit sha1_base64="vEEb/Gb8mDS2Pww/Is2pAPeWcDg="></latexit>

d(3) = 2

<latexit sha1_base64="WQ3i/ofFnZet5PF/ZwIp/GRjvxQ="></latexit>

d(4) = 2

<latexit sha1_base64="9tfGrbPMvbewzn/MUVDhK/kbEMU="></latexit>e1
<latexit sha1_base64="8hPW1/SsDWgVJUnWJYXTWCsn9G4="></latexit>e2

<latexit sha1_base64="bw8Tde/rXruXYnyjQ4UIzYH52lc="></latexit>e3

<latexit sha1_base64="yAalqdz7XWU8oDID+ZUHDuyI86Y="></latexit>e4

<latexit sha1_base64="D7bvCiHVAhfviVuP/weX4EpDBLY="></latexit>

[W]11 = 1
max{1, 3} = 1

3

[W]22 = 1
max{3, 2} = 1

3

[W]33 = 1
max{3, 2} = 1

3

[W]44 = 1
max{2, 2} = 1

2

<latexit sha1_base64="tPYPamJgAAmdVMgujK2WRgYIetY="></latexit>

W = diag (1/3, 1/3, 1/3, 1/2)

<latexit sha1_base64="hMvOjSoUuc9vEHkRgHWf/Qt2mks="></latexit>e1, e2, e3, e4
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� On peut généraliser le résultat précédent pour une variable 
vectorielle

� On fera l’hypothèse que la matrice d’observation
du capteur soit arbitraire, pourvu que                                         
soit de rang plein ligne

� Chaque capteur stocke deux quantités, la matrice et
le vecteur , et il effectue localement les itérations suivantes:

avec l’initialisation,

Moindres carrés dans un réseau de capteurs :    
cas vectoriel

<latexit sha1_base64="a08Kj9bK6WtLnNKsB0r3TL5r+9I="></latexit>

H = [HT
1 H

T
2 · · · HT

n ]
T

<latexit sha1_base64="2FdWAAhO9A0GBhzLFKfynlVy7SY="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="2FdWAAhO9A0GBhzLFKfynlVy7SY="></latexit>

i

<latexit sha1_base64="2FdWAAhO9A0GBhzLFKfynlVy7SY="></latexit>

i

où dénote le vecteur d’observation du capteur

<latexit sha1_base64="b1VUHGQDaWKlBXsqOnLe0Y2dOaU="></latexit>

Hi 2 Rpi⇥q
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� Nous avons que (cf. la discussion dans le cas scalaire):

si l’incrément et les poids respectent les conditions imposées
par la Proposition vue dans le cas scalaire

� Chaque capteur peut ainsi calculer localement l’estimé fourni
par la méthode des moindres carrés centralisée. En fait, nous          
avons que:

Moindres carrés dans un réseau de capteurs :    
cas vectoriel
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• Dans la limite précédente:  

la matrice n’est pas nécessairement inversible 
pour toute valeur de . 

• Par conséquent, le capteur peut calculer son estimé local de
seulement lorsque devient non singulière

Pour plus de détails, voir:
“Distributed linear parameter estimation over wireless sensor networks”, 
A. Das, M. Mesbahi, IEEE Trans. Aerospace and Electronic Systems, vol. 45, 
n. 4, pp. 1293-1306, 2009

TD3, ex. IV.2

<latexit sha1_base64="xhIVpZySAO+x0NkZaeaJ9H2NNEc="></latexit>

b✓ = lim
k!1

P�1
i (k) b✓i(k), i 2 {1, . . . , n}

<latexit sha1_base64="PJtfrt/hQe59qgTNDpxHQa2Z50o="></latexit>

✓

Remarque: 

Moindres carrés dans un réseau de capteurs :    
cas vectoriel


