Licence Informatique S2
Contréle Continu 2 (Logique, 2018-2019, le 4 Avril, 8:15-10:15)

Durée : 2 heures. Documents non autorisés.

N.B. : Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1 Questions de cours (4 pts)
1. Qu’est-ce qu’un raisonnement ?
2. Qu’est-ce qu’une interprétation d’une formule en logique propositionnelle ?

3. Qu’est-ce qu’une interprétation d’une formule en logique des prédicats ?

4, Donner une formule équivalente a -vx F(x), -3x F(x) .

Solution :

1. Qu’est-ce qu’un raisonnement ?

« Soit de facon générale : Le raisonnement est la faculté naturelle qui permet aux humains de tirer
une conclusion a partir d’hypothéses qu’ils formulent.

* Soit de facon spécifique : Un raisonnement est une démonstration (preuve) qui déduit une
conclusion a partir d’hypothéses (prémisses).

2. Qu’est-ce qu’une interprétation d’une formule en logique propositionnelle ?

Une interprétation d’une formule propositionnelle est une affectation des valeurs de vérité a ses n
variables atomiques pour évaluer la valeur de vérité de la formule.

3. Qu’est-ce qu’une interprétation d’une formule en logique des prédicats ?

Une interprétation d’une formule en logique du premier ordre est une structure en spécifiant le
domaine, les prédicats, les fonctions et les constantes concernées pour évaluer la valeur de vérité
de la formule.

4. ~vx F(x) = ax =F(x), -3x F(x) = vx =F(x).

Exercice 2 (6 pts)

Soient les propositions suivantes :

(a) Tout nombre réel a un carré non-négatif

(b) Il existe au moins un nombre réel dont le carré est non-négatif

(c) Toute somme de deux nombres réels a pour carré la somme des carrés de ces deux nombres

(d) Il existe deux nombres réels dont la somme a pour carré la somme des carrés de ces deux
nombres

On se donne l’ensemble R des réels comme le domaine d’interprétation avec des opérations
arithmétiques courantes :

1. Ecrire les formules en logique des prédicats.
2. Evaluer leurs valeurs de vérité.
3. Ecrire leurs négations.

(Indication : comme le domaine d’interprétation est précisé, vous n’avez pas besoin de préciser que
les variables appartiennent a R (ex : écrire ax F(x) au lieu axelR F(x))



Solution :

(@) vx (x"2 = 0), vraie

(b) ax (x"2 = 0), vraie

(c) vx vy ((x+y)"2 = x"2+x"y), fausse
(d) 3x 3y ((x+y)"2 = x"2+x"y), vraie
Négations :

(a) 3x (x"2<0)

(b) vx (x"2 < 0)

(c) 3x 3y ((x+y)"2 # X"2+x"y)

(d) vx vy ((x+y)"2 = x"2+x"y)

Exercice 3 (3 pts)

Soient un langage des prédicats avec un prédicat binaire P et une fonction unaire f, et les trois
formules suivantes :

(@) F1 = vxvy(p(x,y) = p(x, f(y))

(b) F2 = wxvy(p(x,y) = =p(y, X))

(c) F3 = vxvyvz ((p(x,y) AP(Y,2)) = P(X, 2))

On se donne une interprétation suivante :

Domaine d’interprétation : I’ensemble des étres humains
P(X,y) : X est pére de y

f(x) : frere de x

1. Traduire Fq, F7, F3 en langage naturel.

2. Fq, F2, F3 sont-elles vraies ?

Solution :

« F1: Le pére de tout homme est le péere de son frére. (vraie)

« F2 : Quels que soient x et y, x ne peut étre a la fois pére et enfant de y. (vraie)

« F3 : Si x est pére de y et que y est pére de z, alors x est le pére de z. (fausse)

Exercice 4 (3 pts)

Soit Z: (p—q)A(r =~q) Ar, et @: -p.

1.Montrer que X |= ¢ par la table de vérité.
2.Montrer que X |= ¢ par la déduction naturelle.

Exercice 5 (4 pts + 1 pt de bonus)

Soit ’opérateur @ (ou exclusif) a deux variables propositionnelles, dont la table de vérité est la
suivante :



p Q P eq

0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1. Montrer par récurrence que : A1®A2... ®An vaut 1 pour tout » > 2 dans le cas ou un nombre impair
de Ai valent 1, et 0 dans le cas ou un nombre pair de Ai valent 1.

2. En déduire que, si les Ai sont des propositions atomiques différentes entre elles, alors A1®A2...
®An a un nombre pair d’interprétations qui rendent A1®@A2... ®An vraie. (1 pt de bonus)

Solution :
1. Démonstration par récurrence
« Initialisation :
On vérifie facilement grace a la table de vérité que P(2) est vraie. (P(2) est « AIPA2 =1ssi le
nombre des Ai a 1 est impair »)
» Hérédité :
On doit montrer que pour tout n>2, P(n) = P(n+ 1) (i.e. on peut déduire P(n + 1) de Pn)).
On suppose donc que P(n) est vrai et on montre qu’alors P(n + 1) est aussi vrai. D’aprés

’associativité du XOR, on a:
AlDA2D..DAnDPAn+1 = (A1DA2D... DAn)DAn+1.
D’aprés P2), (A1I®A2®...DAn)PAn+1 =1 ssi
i. (AI®A2®...®An)=1 et An+l =0 ou

ii. (AIPA2®D...PAn)=0 et An+1 =1.
Dans le premier cas, d’apres ’hypothése de récurrence (P(n)) le nombre de Aia 1 dans
(A1PA2P...PAn) est impair et comme An+1 =0, alors le nombre de Ai a 1 dans (AIDA2®...
@®An) est impair.
Dans le second cas, d’aprés I’hypothése de récurrence (P(n)) le nombre de Ai a 1 dans
(A1PA2®...®An) est pair et comme An+1 =1, alors le nombre de Ai a 1 dans (A1PA2®...An)
est impair.

Dans les 2 cas, le nombre deay a 1 dansa)®a\®...Ha1Payy est impair et Pn + 1) est vérifié.

« Conclusion :
P(2) est vérifiée et pour tout n=2, P(n) = P(n + 1) donc pour tout n =2, P(n) est vérifiée.



2. Comme il y a 2"n interprétations pour une formule avec n propositions atomiques différentes,
parmi lesquelles pour une moitié le nombre de Ai valent T est impair, et pour une moitié le nombre
de Ai valent T est pair, donc A1®A2... ®An a un nombre pair des interprétations qui rendent

Al1®A2... @An vraie.



