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Formes Normales

Forme normale :
« La normalisation d'une formule logique.
Deux formes normales :

e Forme Normale Disjonctive (FND)
e Forme Normale Conjonctive (FNC)

L’utilisation des FND et FNC :

o L’étude des équivalences de formules d’un langage L(p1,p2,...,pn) (FND, FNC)
e La résolution des problemes par le probleme SAT (FNC)

« La démonstration automatique de théoremes

. etc.



Forme Normale Disjonctive (FND)

Definition :

1. Une formule en FND : une disjonction de zéro ou plus clauses conjonctives.
CtvC2..v(Cn

2. Une clause conjonctive Ci : une conjonction de zéro ou plus littéraux.
Ci=l1Al2..Alm

3. Un littéral : soit une variable propositionnelle, soit la négation d'une variable propositionnelle.
lj = xt ou |j = ~xt

Exemple :
*("PAQATT)V(PAQATT)V(PAQAT)
* (PAQ)Vv-T

* PAQ

* pvq

°p

- Oui, elles sont en FND

* ~(pvq)
* pv(qa(rvs))
- Non, elles ne sont pas en FND

Théoreme : Pour toute formule il existe une formule équivalente en FND.



Forme Normale Conjonctive (FNC)

Definition :
1. Une formule en FNC : une conjonction de zéro ou plus clauses disjonctives.
C1AC2..ACn

2. Une clause disjonctive Ci: une disjonction de zéro ou plus littéraux.
Ci=1vI2..vIm

Exemple :
c(Pvagvna(pvgvona(pv-qvr)a(pvqgvor)a(-pv-qvr)
« (Pvg) AT

* PAQ

* pvq

°p

- Oui, elles sont en FNC

* ~(PAQ)
* PA(QVv(ras))
- Non, elles ne sont pas en FNC

Théoreme : Pour toute formule il existe une formule équivalente en FNC.



Forme Normale Conjonctive (FNC)

Construire une formule en FNC équivalente
1. Etant donné une table de vérité, construire une formule en FNC

2. Etant donné une formule, la convertir en FNC en utilisant des équivalences
de formules

Les équivalences :

« L’élimination de double négations
—A=A

 L'élimination de l’implication
A—-B =-AvB

 La lois de De Morgan
~(AAB)=-Av -B
“(AvB)=-AA-B

o La loi de distributivité
ArABvC)= (AAB)Vv(AACQ)
Av(iBAaC)= (AvB)a(AVv ()



Forme Normale Conjonctive (FNC)

En cas général, la conversion peut mener a un allongement
exponentiel de la formule.

Exemple :
(x1Ay1) V (x2Ay2)
= (x1vx2) A (ylvx2) A (x1vy2) A (ylvy2)

(x1Ay1) V (x2Ay2) V... (xnayn) (2n termes)

= (x1v..vxn-1vxn) A (x1v..vxn-1vyn) V... (y1lv...vyn-1vyn) (2"n
terme)



Probleme SAT

Deux points de vue

» Raisonnement en logique :
Déterminer si une formule est valide (tautologie).

« Résolution de probleme en informatique (Problem solving):
Déterminer si une formule est satisfiable (SAT).

Par exemple :
e ((pA~q) —r)a-rap)—q est valide (tautologie), satisfiable

* ((pA=q) —r)a-r)—q n’est pas valide, mais satisfiable

Validité vs Satisfiabilité
- A est valide & —-A n’est pas satisfiable.

- A est satisfiable & —-A n’est pas une tautologie.

SAT est un probleme fondamental en informatique et en mathématique, avec beaucoup
d’applications.



Probleme SAT

La résolution d’un probleme par le probleme SAT en deux
étapes :
1. Modélisation du probleme

« Représenter les éléments du probleme en variables
propositionnelles

« Représenter les contraintes du probleme en clauses
disjonctives et formuler une formule en FNC

2. Résolution du probleme par un SAT-solveur
e Coder les variables et les clauses
« Exécuter le solveur et intépréeter la solution obtenue



Exercice 4 de la Série 1

Probléme :
Un homme qui semble divaguer déclare a toute la clientele d’un café :
(1) Le jour ou je bois, je ne suis pas content et je dors.

(2) Le jour ou je ne mange pas, ou bien je ne suis pas content, ou bien je dors
ou les deux.

(3) Le jour ou je mange, ou bien je suis content, ou bien je bois ou les deux.
(4) Aujourd’hui, je suis content.

(5) Le jour ou je ne bois pas et je dors, je ne suis pas content.

Question : a-t-il bu? a-t-il mangé ? a-t-il dormi ?



Exercice 4 de la Série 1

1. Modélisation du probléeme en FNC

« Représenter les propositions en formules :
b — (-cad)



Exercice 4 de la Série 1

 Convertir les formules en FNC :
(1) b = (-cad)

==b v (-cAd)

= (=b v =¢) A (-bvd)
(2) -m — (-cvd)
=m v -cvd

= =cvdvm

(3) m = (cvb)

=-m v cvb
=bvcv-m

(4) c

(5) (-bad) — —c

== (-bad)v-c

= bv-dv-c

= bv-cv-d

FNC: F= (-bv-c) A (=bvd) A (-cvdvm) A (bvcv-m) A c A (bv—cv—d)



Exercice 4 de la Série 1

2. Résolution du probleme par un SAT-solveur

» Coder les variables :
b:1;-b: -1
c:2;,Cc:-2
d:3;-d:-3

m:4;, -m: -4
 Coder les clauses :
(1) (=b v =c) A (-bvd)
-1-20

-130

(2) ~cvdvm

-2340
(3)bvcv-m
12-40

(4) c

20

(5) bv-cv-d

1-2-30



Exercice 4 de la Série 1

« Exécuter sur un solveur (https://msoos.github.io/cryptominisat_web/) baseé sur
MiniSAT (http://minisat.se/)

CryptoMiniSat  Blog

fc --> Executing strategy token: renumber
ic [renumber]
ic [consolidate]
ic global_timeout_multiplier: 4.4
ic type VSIDS rest conf freevar IrrL IrrB I/longC |/allC RedLO RedL1 RedL2 RedB I/longC I/allC
s SATISFIABLE
FINAL TOTAL SEARCH STATS
confls per restart)
fc blocked restarts (0.00 per normal restart)
c decisions : (0.00 % random)
ic propagations B
ic decisions/conflicts
c conflicts :0
(0.00 lit/confl)

fc cache hit re-learnt cl : (0.00 % of confl)
ic red whichO (0.00 % of confl)

(0.00 % vars)

jc [scc] new: 0 BP OM T: 0.00
jc Conflicts in UIP :0

jc Mem used :0.00 MB
v-12-340




Exercice 4 de la Série 1

Fichier CNF:

pcnf46
-1-20
-130
-2340
12-40
20
1-2-30

e Interpreter la solution :
La solution:v-12-340
-b, ¢, =d, m (il n’a pas bu; il est content; il n’a pas dormi; il a mange)



Probleme de coloration de graphe

Probléme du chargement :

Il y a un ensemble de produits chimiques sont a transporter. Or nous avons une liste d’interdiction
de chargement dans le meme container, que nous devons respecter pour des raisons de securite du
transport.

Par exemple, il y a 4 produit p1,p2,p3,p4, et les contraintes de chargement sont le suivant :
« il ne faut pas mettre dans un méme container p1 et p2
« il ne faut pas mettre dans un méme container p1 et p3
« il ne faut pas mettre dans un méme container p2 et p3
« il ne faut pas mettre dans un méme container p2 et p4
« il ne faut pas mettre dans un méme container p3 et p4

Les contriantes peuvent étre représenté par un graphe, et dans ce cas ce probleme peut étre
transformé en porbleme de coloriage de graphe :

D
o3 ——(p4)



Probleme de coloration de graphe

Probléme de coloriage de graphe :

Etant donné un graphe non-orienté, colorier une couleur a un sommet
de maniere que deux sommets adjacents ne peuvent pas recevoir une
méme couleur.

Le probleme consisite a trouver un nombre minimal de couleurs.

Chargement 1 (autorisé) : p1,p4 dans Chargement 1 (non-autorisé) : p1,p4

un container violet; p2 dans un dans un container violet; p2,p3 dans
container vert; p3 dans un container un container vert.
orange.

1 U



Probleme de coloration de graphe

1. Modélisation du probléme
« Représenter les eléments du probleme en variables propositionnelles
4*3=12 variables propositionnelles :
xij = 1, si le noeud i est colorié de couleur j
xij = 0, sinon
3 couleurs : {violet (1), vert (2), orange (3)}



Probleme de coloration de graphe

« Représenter les contraintes du probleme en clauses disjonctives et formuler FNC
Le noeud 1 recoit une seule couleur :
x11 v x12 v x13
- X11 v = x12
- X11 v = x13
- X12 v = x13
Le noeud 1 et le neud 2 ne peuvent pas recevent une méme couleur :
- X11 v = x21
- X12 v = x22
- X13 v = X23

Le méme démarche pour les noeuds 2, 3, 4, et les contraintes avec leurs noeuds
adjacents, ...

FNC: (x11 vXx12 vx13) A (= X11 v = X12) A (= X11 v = X13) A (= X12 v = X13) A (= X11
VvoaX2) A (= X12v = X22) A (= X13 v = X23 ) A ...



Probleme de coloration de graphe

2. Résolution du probléme par un SAT-solveur
o Executer sur un SAT-solveur basé sur Minisat (http://minisat.se/)

Main

INTRODUCTION
MiniSat
> MiniSAT is a minimalistic, open-source SAT solver, de'vel loped to help
MiniSat+ d devel alike ed on SAT. It is released under th
SatELite
Papers
Authors
Links
SAT based techniques malnspeclﬁ roblems.
- i ] T 2005 competition, MiniSar is a good starting point both for future
research in SAT, and for applicati onsusmgSAT
* Designed fo: rlnegr ILM 1SaT supports i SAT and has isms for adding lausal ints. By virtue of
being easy to modify, it is a good choice for integrating as a backend to another tool, such as a model checker or a more generic constraint
solver.
3 . o 7
e Obtenir une solution et l’mterpreter . P D
¢ 1 2

x11=1, x22=1, x33=1, x41=1, les autres

variables prennent la valeur 0. p1,p4 dans un

container violet; p2 dans un container vert;

p3 dans un container orange. @ @




